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Aplicar el calculo diferencial e integral para solucionar problemas del area eléctrico
mecanica

Habilidades por desarrollar en general
Obtener y resolver ecuaciones diferenciales asi como transformadas de Laplace
que representen sistemas electromecanicos. Aplicacion de la serie de Fourier

_ Horas Pagina
Teoria Practica Total
I Funciones 5 7 12 3
I Limites y continuidad 5 5 10 10
[l La derivada y sus aplicaciones 6 14 20 17
IV Maximos, minimos y problemas de 5 8 13 23
optimizacion
V  Integrales definidas 7 13 20 31
Guia de practicas 37

UT Metropolitana, Divisién Industrial Pagina 2



Electricidad y Electrénica Industrial Matematicas Il

Funciones

Objetivo particular de la unidad
Identificar diversos tipos de funciones y analizar su relacidon con procesos reales

Habilidades por desarrollar en la unidad
Realiza operaciones con funciones y determinar su correspondiente dominio

.1 FUNCIONES.
Saber en la Teoria (5 hrs.)
Definicion de funcidn real y su representacion grafica.

Una funcién de un conjunto A a un conjunto B, simbolizada por f: 4 — B (se

lee f de A en B) es una regla de correspondencia que asocia a cada elemento del
conjunto A con un unico elemento del conjunto B.

A cada elemento de B se le llama imagen de a bajo f y se denota por f(a). Al
conjunto A se le denomina dominio y al conjunto B codominio o contradominio.

f

O O T O

A Figura 1

Una funciéon es real si y solo si el contradominio de la funcion es un
subconjunto de los numeros reales.
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CfcR

Una funcién f es de variable real si y solo si el dominio de la funcién es un

subconjunto de los numeros reales.

D, cR

S

Una funcion f es real y de variable real si el dominio y contradominio de la
funcion pertenecen a los numeros reales.

Df c R
Cf c R

Una funcion queda completamente definida cuando se conoce su dominio y su
regla de correspondencia

Se define la grafica de una funcién f como el conjunto de todos los puntos
(x,f(x)) en un plano coordenado con x en el dominio de f. Las gréficas son muy utiles
para describir el comportamiento de f(x) cuando x varia. También se puede describir
la gréfica de f como el conjunto de puntos P(x,y) , tales que y= f(x)

Definiciones de dominio, codominio y recorrido. Notacion funcional.

El dominio de una funcion f es el conjunto de valores que puede tomar la
variable y en los cuales es posible aplicar las reglas de correspondencia. De acuerdo
a la figura 1, el conjunto A representa al dominio.

El contradominio de una funcién es el conjunto de todos los elementos que
pueden ser imagen de algun elemento del dominio.

A cada uno de los elementos que componen al contradominio se les denomina
imagen y corresponden a algun elemento del dominio.

Funciones implicitas y explicitas.

Una funcion y = f(x), la cual se encuentra despejada como y en términos de x,
se dice que es una funcion explicita de x.

Funciones inversas, polinomiales, relaciones algebraicas.

Si f es una funcidon uno a uno con un dominio X y rango Y, entonces una
funcion g con dominio Y y rango X se llama la funcion inversa de f si:

a) f(g(x)) = x paracadaxenY
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b) g(f(x)) = x para cada x en X.

Una funcion polinomial es aquella que tiene la siguiente estructura :
f(x)= agx" + a;x™" + apx"2+......+ a,.4x+ a,, donde ap # 0 y Ds = R.

Relaciones algebraicas

Las cantidades que intervienen en una cuestion matematica son constantes
cuando tienen un valor fijo y determinado y son variables cuando toman diversos
valores.

Cuando se conoce de un modo preciso la relacion que liga a las variables, esta
relacion puede establecerse matematicamente por medio de una férmula o ecuacion
que nos permite, para cualquier valor de la variable independiente, hallar el valor
correspondiente de la funcién, este tipo de funcion se denomina suncién analitica.

Cuando por observacioén de los hechos sabemos que una cantidad depende de
otra, pero no se ha podido determinar la relacién que liga a esas variables, se dice
que hay una relacion concreta. En este caso la ley de dependencia que no se conoce
con precision no puede establecerse matematicamente por medio de una féormula o
ecuacion porque la relacion funcional, aunque existe no siempre es la misma

Funcion compuesta, definicion y representacion grafica.
Dada dos funciones f y g, la funcién compuesta (fo g)(x),(se lee f compuesta

con g de x, f circulo g 6 g seguida de f), es la funcién definida por f(g(x)), donde el
dominio de f compuesta cong es Dsog = {x/x eD,ng(x)eD,

Grafica

La grafica de una funcion, es el conjunto de parejas ordenadas (x,y) tales que
xeD;,yeC,.

G, = {x,y)/x eD,Aye Cf}
Formulacion de funciones. Igualdad, adicion
Dadas dos funciones f,g:
a) Su suma denotada por (f+ g) (x), es la funcién definidad por f(x) + g(x).
(F+g) (x) = f(x) +g(x) D,,, =D, ND,

a) Su diferencia denotada por (f- g) (x), es la funcién definidad por f(x) + g(x).

(-g) (x) = f(x) -g(x) D, =D,ND,
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a) Su producto denotada por (f* g) (x), es la funciéon definidad por f(x) * g(x).

(fxg) (x) =f(x)* g(x) Dy ,=D,ND,
a) Su cociente denotada por (i) (x), es la funcién definidad por fEx; .
g(x
1(x)=@ DL=D/.ng—{x/g(x):O}

g g(x)

4

Saber Hacer en la practica (7 hrs.)

Analizar funciones, modelando algunos casos reales e identificando su dominio
y codominio. Interpretara la notacion.

Analizaremos primeramente como se halla el dominio de funciones. Es
importante recordar que trabajaremos en el campo de los numeros reales, por lo que
en cualquier fraccion si el denominador es cero se vuelve indeterminada y que no
existen raices cuadradas negativas.

En los siguientes ejercicios, dadas las funciones, hallamos su Dominio

S5x+4
1. X)=—
/) 3x*=27x

f(x) no existe siy solo si el denominador es igual a cero ya que la fraccion se volveria
indeterminada, entonces procedemos a hallar los puntos criticos, es decir, aquellos
valores que volverian cero al denominador:

3x°=27x=0

3x(x*=9)=0

3x(x-3)(x+3)=0,

Se generaron tres factores, por lo que habra tres nimeros criticos:
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3x=0>x=0
x=-3=0->x=3
x+3=0—->x=-3

Entonces el -3,0 y3 son numeros que no pueden entrar a la funcién porque la
volverian indeterminada, por lo que el dominio son todos los numeros reales con
excepcién de aquellos que volverian indeterminada a la funcion:

D, =R-1{-303}
2. f(x)=-/5x>-125

f(x) no existe siy solo +/5x*> =125 < 0 porque se volveria indeterminada, pero si

existe si ~/5x* — 125 > 0, entonces hallemos los puntos criticos, es decir, los
valores que harian indeterminada a la funcion:

5x°-125=0
5(x? -25)=0
5 (x-5)(x+5)=0
Se generaron dos factores por lo que habra dos puntos criticos

x-5=0 —» x=5
x+5=0 - x=-5

Analizando como se comportan los numeros diferentes a 5 y -5

J x J
i i i

-5 0 5

Los numeros que estan antes del -5 y después del 5 si pueden entrar a la
funcién porque no la hacen indeterminada, pero cualquier nimero comprendido entre
el -5 y 5 no pueden entrar porque hacen que no exista la funcién. Ahora cuando el 5y
el -5 entran a la funcion el resultado es cero por lo que si existe la funcidn, entonces el
dominio queda de la siguiente manera:

D, = (~0,~5]U[5,)
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Realizar adecuadamente algunas operaciones con funciones, suma, resta,
multiplicacién, division y funciones compuestas en la resolucién de problemas,
utilizando diferentes tipos de funciones

Dada las siguientes funciones f(x)=+/1+x y g(x)=+/x—-4 , hallar (f+ g) (x), (f- g) (x),

(f* 9) (X)(L)(X)
g

Primero hallamos el dominio de cada funcion, para posteriormente intersectarlos.

f(x)=-1+x

f(x) no existe si 1+x<0, pero si existe si 1+x >0, entonces hallemos los puntos criticos
1+x=0— x=-1, ahora analicemos como se comportan los numeros

-1 0

Cualquier numero menor que el -1 no puede entrar a la funciéon porque la vuelve
indeterminada, pero todos los nimeros mayores que el -1, inclusive el -1 si pueden entrar
a la funcion porque el resultado es cero o positivo y de esta manera si existe la funcion,

por lo tanto el D, =[-1,00)

g(x)=-/x-4

g(x) no existe si x-4<0, pero si existe si x-4 >0, entonces hallemos los puntos criticos
x-4=0— x=4, ahora analicemos como se comportan los numeros

0 4

Cualquier numero menor que el 4 no puede entrar a la funcién porque la vuelve
indeterminada, pero todos los numeros mayores que el 4, inclusive el 4 si pueden entrar a
la funcion porque el resultado es cero o positivo y de esta manera si existe la funcion, por

lo tanto el D, = [4,00)

Ahora intersecmos los dominios, recordemos que la interseccidn son todos los
elementos que estan en todos los conjuntos al mismo tiempo

v

&
-1
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~ ©®

v

o
2

Los numeros que estan a partir del 4, incluyendo al 4, son los numeros que estan
en ambos dominio, porloque D, ND, = [4,+oo)

Hallando las operaciones con funciones:
b) (f+g) (x)= f(x) - g(x)

a) (f+g) (x)=f(x) +g(x)
=Jl+x++/x—-4
D,,,=D,ND, =[4,:+x) D, ,=D,ND, =[4:+x)
a) (fxg) (x)=f(x) *g(x) b) (f/g) (x)=f(x)/ g(x)
=vl+x
x—4

=Jl+x*+/x—-4
D, ,=D,ND, =(4+»)

D,., =D, "D, =[4,+»)

Resolver las practicas de la Guia de Practicas de la asignatura.
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Limites y continuidad

Objetivo particular de la unidad
Interpretar el concepto de limites y continuidad de funciones

Habilidades por desarrollar en la unidad
Escribir la habilidad propuesta que se debe desarrollar en esta asignatura.

.1 LIMITES Y CONTINUIDAD.

Saber en la Teoria (5 hrs.)
Definir el concepto intuitivo de limite de una funcion.

(2x+3)x—1)

(x=1)
R- {— 1}. Observemos que sucede cunado x se aproxima o toma valores muy cercanos a
uno. Tabulemos los resultados:

Consideremos una funcion f(x) = , de manera tal que su dominio son

si x—1° si x—1*
._X f(x x  fx)
05 4.0 15 6.0
07 44 13 56
08 46 12 54
09 438 11 5.2
099 4.98 1.01 5.02
0.999 4.998 1.001 5.002

De lo anterior, se observa que a medida que x se aproxima a uno, el valor de f(x),
se aproxima a otro cierto valor que es este caso es 5, lo cual se expresa de la siguiente
manera

Lim f(x) =5
x—1

Por lo tanto la definicion de limite queda de la siguiente manera:
Sea f una funcion definida en todo nimero de algun intervalo abierto I y que

@ [1Pl]

contenga a “a”, excepto a a “@” misma, entonces el limite de f(x) es 1 y se escribe:

Lim (x)=1
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X—>a

Consideremos ahora una ilustracion de la figura 2.1. En geometria plana la
recta 1 tangente a un punto P sobre un circulo a veces se define como la recta que
tiene solamente al punto P en comun con el circulo, como se ilustra en la parte i de la
figura 2.1. Esta definicion no puede extenderse a graficas arbitrarias, ya que una recta
tangente puede intersectar a una grafica carias veces como se muestra en la parte ii
de la figura 2.1

1a parie (11} ue ld uguia Z.1.

p |

o

@) (i)
Figura 2.1

Para definir la recta tangente 1 en un punto P sobre la grafica de una ecuacion,
es suficiente dar la pendiente m de 1, ya que ésta determina completamente a la
recta. Para obtener la pendiente escogemos cualquier otro punto Q sobre la grafica y
consideramos la recta que para por P y Q como en la parte i de la figura 2.2. Una recta
que corta a una grafica de este modo se llama recta secante a la grafica. Se ve que si
Q esta cerca de P, entonces la pendiente mpq de la recta que pasa por P y Q debe
estar cerca de la pendiente de 1. Por esta razon, si mpq tiene un valor limite m cuando
Q se aproxima a P, definimos la pendiente de 1 como este valor m si a es la abcisa de
P y x es la abcisa de Q, entonces para muchas gréficas la frase “Q se acerca a P,

puede sustituirse por “x se acerca a a” y tenemos m =lim mepq
X—>a

Es importante aclara que x debe ser diferente a a, porque si x=a, entonces P
=Q y mpq no existe

Teorema sobre limites
A continuacién se describen los teoremas con los que se resuelven los limites.
1. Si m y n con unas constantes cualquiera, entonces

lim (mx £ n)=ma + n
XxX—>da
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2. Si c es una constante cualquiera, entonces

limc=c
X—> da

3.lim x =a
X—>a

si Lim fx)=L y Lim g(x)=M
X—>da X—> da

4. Lim [f(x)£g(x)]= Lim f(x) £ Lim gx)=L+ M
X—>da X—>da X—>da

5. Lim [f(x)*g(x)]= Lim f(x) * Lim g(x)= L * M
X—>da X—>a X—>a

6. Lim [f(x)/g(x)] = Lim f(x)/ Lim g(x) = L /M, siempre que M= 0
X—>a X—>a X—>a

7. Lim f(x) =L, entonces lim [f(x)] = [limf(x)]'= L’
x—>a x—a x—>a

8. Lim f(x) =L, entonces lim 2/f(x) olim f(x) = 2/L

XxX—>a X—>a X—>a

Limite de una funcién de una variable

Definicion de la continuidad o no continuidad de una funcién en un punto y en
un intervalo.

Una funcién f es continua en el punto x=a si cumple con las tres siguientes
condiciones:

1. F(a) existe

2. Lim f(x) existe
X—a

3.F(@) = Lim f(x)
X—>a
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Si alguna de la tres condiciones no se cumple, entonces la funcion deja de ser
continua y se dice que es discontinua en el punto x=a.

Una funcién presenta discontinuidad de tipo removible si es posible volver la
funcion continua redefiniendo el valor de la funcién en el punto de discontinuidad. La
caracteristica de una discontinuidad de tipo removible es que la segunda condicién no
falla. Una funciéon se dice que tiene discontinuidad esencial si no es posible volver
continua a la funcidén redefiniendola en el punto. La caracteristica de una
discontinuidad esencial es que siempre falla la segunda condicion.

Si una funcion f esta definida en un intervalo [a,b], entonces f es continua en
[a,b] si es continua en (a,b) y ademas lim f(x) =f (a) y lim f(x)= f(b)
Xx—>a’ X—>a

Si una funcién f es continua en todos los numeros de un intervalo (a,b),
decimos que f es continua en el intervalo (a,b).

Teorema sobre funciones continuas.
1. Si f y g son dos funciones continuas en el punto a, entonces:
a. f+g es continua en a
b. f-g es continua en a
c. f*g es continua en a
d. f/g es continua en a, suponiendo que g(a) #0
2. Una funcién polinomial es continua en todo numero.
3. Una funcion racional es continua en todo numero de su dominio.
En general podemos decir que toda funcién es continua es su dominio de tal
manera que si nos piden analizar la continuidad de una funcion, unicamente debemos

analizar los puntos que no estén en el dominio de la funcién, o si es una funcién
definida en un punto, se analiza la continuidad en los puntos de cambio.

Saber Hacer en la practica (5 hrs.)

Calcular e interpretar el limite de una funcion y su representacién geométrica

UT Metropolitana, Divisién Industrial Pagina 13



Electricidad y Electrénica Industrial Matematicas Il

1. Suponga que a es un numero real cualquiera, encontrar la pendiente de la recta
tangente a la grafica y=x? en el punto P(a,a®). Encuentre una ecuacion de la recta
tangente ala grafica en el punto (3/2,9/4).

Resolviendo

En la figura 2.3 se ilustran la grafica y=x2 y los puntos tipicos P(a,a?) y Q(x,x%). Por
Yo=N _ X' —a _ (x+a)(x—a) _

X,—-X,  X—a x—a

la formula de la mpg= x+a

La pendiente m de la recta tangente a la grafica en el punto P es

M=limmpq = lim (x+a)
Xx—>a x—>a

A medida que x se acerca mas y mas a “a”, la expresion x+a se acerca a “a+a”
osea 2 a. Por lo tanto m= 2 a.

Q(x, x%)

P(a,a*)

w ¥

Figura 2.3

Cuando la pendiente de recta tangente en el punto (3/2, 9/4), se obtiene el
caso particular en el que a=3/2, tenemos que m =2(3/2)=3, por lo que ecuacion de la
recta tangente queda de la siguiente manera:

9 3
y=3 ( 2)
ya simplificado la ecuacién queda : 12x -4y -9=0
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2. Hallar lim 2x?-4x +5
X—> 3

Se aplican directamente los teoremas para resolver, esto es sustituir
directamente el valor al que tiende x en la funcién.

lim 2(3)%-4(3) +5 =11
X—> 3
Por lo tanto el limite de la funcién cuando x tiene a 3 es 11.

X’ —4

x—2

3. Hallar lim

X—>2

En muchas ocasiones al sustituir en la funcion el valor al que tiende el limite,
éste se vuelve indeterminado, por lo que hay que romper la indeterminacion ya sea
factorizando ¢ racionalizando (ejemplo 4), este tipo de limites se llama limites
aparentemente indeterminados.

2
X -4_ lim (r+2)(x=2) lim (x+2) = 4
x—2 x—2
X—>2 X—>2 X—>2

lim

im IV 1=+ 13140431407 _
t

4. 1i =
t 1+ 31+ +3/(1+2)°
t—0 t—0
im 1-@Q/l1+¢) —iim 1-(1+1) i —t
tA+31+¢+3/A+1) t(A+31+1 +3/1+1) tA+31+¢ +3/A+1)
t—0 t—0 t—0
. -1 . -1 . -1 -1
=lim =lim =lim =
1+31+¢ +3/(1+1)° (1+31+0+3/(1+0)° I+1+1 3
t—0 t—0 t—0

Determinar la continuidad y no continuidad de una funcion

_J9-1*, sit<2 - _
1. Sea f(t) {3t 12 sit> 2}, probar la continuidad de f en el punto t =2

Comprobando si se cumplen las tres condiciones:
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a. f(a) existe
f(2)= 5, por lo tanto existe.

b.Resolviendo el limite. Debido a que la funcion tiene dos partes, entonces se resuelve
por limites unilaterales.
Lim f(t)=Ilim3t+2)=8
t—2" t—>2"

Lim f(t)=1lim(9-t)=5
t—>2 t—>2

Como los limites unilaterales son diferentes entonces el limite no existe, por lo tanto falla
la segunda condicion y la funcion es discontinua en el punto t = 2. La discontinuidad es
escencial.

2. Determinar los valores en los cuales la siguiente funcion seria continua

flx)= J16—x7

Hallemos el dominio de la funcion ya que toda funcién siempre es continua en su
dominio.

f(x)=-/16 — x?

f(x) no existe si 16- x><0, pero si existe si 16 — x*> >0, entonces hallemos los puntos
criticos
Factorizando

(4-x)(4+x) =0

4-x=0— x=4

4+x=0— x=-4, ahora analicemos como se comportan los numeros

X | X

4 0 4

Cualquier numero menor que el -1 y mayor que 4 no puede entrar a la funcién
porque la vuelve indeterminada, pero todos los numeros entre el -4 y 4, inclusive el -4 y 4
si pueden entrar a la funcién porque el resultado es cero o positivo y de esta manera si

existe la funcion, por lo tanto el D, = [— 4,4], por lo tanto la funcién es continua en el
intervalo D, = [— 4,4]

Resolver las practicas de la Guia de Practicas de la asignatura.
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La derivada y sus aplicaciones

Objetivo particular de la unidad
Aplicar la derivada par analizar el comportamiento de fendbmenos fisicos
resolviendo problemas practicos

Habilidades por desarrollar en la unidad
Evaluar a la derivada directamente

.1 LA DERIVADA'Y SUS APLICACIONES.

Saber en la Teoria (6 hrs.)
Concepto de derivada de una funcién y notaciones.

La derivada de la funcion f es otra funcion denotada por f ’(x), tal que su valor
en cualquier numero x del dominio de f esta dado por:

= SO A) /()

F( -

,  sieste limite existe.

La derivada también se puede representar por la siguiente notacion: f'(x),

d
DXY,d—y , 'Yy también se define como la pendiente de la recta tangente a la grafica en
x
el punto (a,f(a)).

Interpretaciéon geométrica de derivada y calculo de ésta a partir de esta
definicion.
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]

Figura 3.9

De acuerdo a la figura, consideraremos al punto P, fijo y al P, como movible
sobre la curva. Podemos hacer que el P, se acerque al P4 tanto como querramos, de
tal manera que mientras mas cerca se encuentra el P, del P4, la pendiente de la
secante estara cada vez mas cerca de la pendiente de la tangente. De aqui podemos
decir que si el P, tiende al P4, entonces la pendiente de la secante tiende a la
pendiente de la tangente.

Diferenciabilidad de una funcion

Sea f una funcion cualquiera. Consideremos la ecuacion y = f(x) . En muchas
aplicaciones se tiene que la variable independiente x varia ligeramente y se necesita
encontrar la variacion correspondiente de la variable dependiente y. Si se cambia de
Xq @ Xz , entonces la magnitud del cambio frecuentemente se denota por A_, es decir

A =x,—x.

Al numero A_, se le llama incremento de x. Obsérvese que x, = x, +A_, es
decir, que el segundo valor de x es igual al primero mas el incremento de A .
Analogamente A denotara la variacion de la variable dependiente y correspondiente

al cambio A . Entonces

Ay =10x)=f(x)=fq+A)-f(x)

La representacion geométrica de estos incrementos en términos de la grafica
de f se encuentran en la siguiente figura
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Ay
O(x1 + Ax, f(x;, + Ax))
T
Ay
P(xy, f(x)) i
e Ax —n
|
|
|
|
|
l P
Xy X;=x; + Ax x
Figura 3.8

A partir de los conceptos anteriores se tiene que :

Sea y = f(x) donde f es derivable y sea A_un incremento de x, entonces:
a. La diferencial dy de la variable dependiente y esta dada por dy = f '(x)Ax
b. La diferencial dx de la variable independiente x esta dada por dx=Ax .

En general, si se incrementa x una cantidad Ax, entonces dy indica que tanto
sube o baja la recta tangente cuando la variable independiente cambia de x a x + Ax.
Por otro lado A indica que tanto sube o baja la grafica de P4y P.

Por lo tanto si Ax es pequefio, entonces A =dy = f'(x)dx = (D y)dx.

Esto también resulta evidente desde el punto de vista geométrico observando
la figura 3.9. Por lo tanto si y=f(x) , entonces se puede usar dy como una
aproximacion al incremento de A de la variable dependiente correspondiente a un

incremento pequefio A de la variable x. Esta observacion es util para las

aplicaciones en las que no se necesita una estimacion muy exacta del incremento de
la variable y.

Diferencia entre la derivada y el diferencial

Al definir las diferenciales dy y dx , se observa que el valor de dy depende
tanto de x como de A_, pero en cuanto a la variable independiente x , no hay

diferencia alguna entre el incremento A vy la diferencial dx. Entonces sustituyendo dx
en lugarde A , se obtiene

UT Metropolitana, Divisién Industrial Pagina 19



Electricidad y Electrénica Industrial Matematicas Il

dy = f'(x)dx
Despejando f'(x), que es la derivada

Y _
dx—f(X)

Por lo tanto podemos expresar a la derivada como un cociente de dos
diferenciales.

Teoremas de derivacion

Usaremos la notaciéon DY, donde D, indica que hay que derivar una funcion e
“y” la funcién a derivar. El subindice nos indica en que términos debe estar la funcion,
en este caso es en términos de x. Para los teoremas ¢ nos indica una constante
cualquiera.

1. La derivada de una constante es cero: Dy (cte) =0

2.D, (x") = nx ™’

3. Dy (cef(x))=ceD, (f(x))—> D, (cex")=c oD, (x")=c enx""
4. Dy (f(x) £G(x) ) =Dx f(x) £ Dx g(x)

5. Dx (f(x) #G(x) ) =f(x) #Dx g(x) + g(x) * Dx f(x)

6. Dx(f (X)J _g0D.S ()= /(9D.g(x)
(g(x))

g(x)
7. Regla de la cadena: Seay =f(u) yu=g(x), entonces
DxY= (D,Y)(D:U)= f(u)g'(x)

Saber Hacer en la practica (14 hrs.)

Aplicaciones de derivada en la resolucion de algunos problemas geométricos y
fisicos.

Falta ejercicio geométrico y fisico

2. Derivar las siguientes funciones
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(x> +3)(x-1)
5—x°

a). f(x)=

Para derivar f(x), usaremos los teoremas de division, producto y exponentes.
Llamaremos u al numerador de la funcion, u= (x*+3)(x-1) y v al denominador, v= 5-x°,

u .
por lo que f(x)=—, entonces derivamos
A%

vu'—uy'

[ = vz
u'=(x"+3)1)+(x—1(2x) = x> +3+2x" —2x =3x> = 2x +3
v'= —3x?

Sustituyendo las derivadas de u y v en f(x):

(5-x)(Bx> =2x+3)— (x* +3)(x = 1)(-3x?)
(5-x7)’

S =

—x"+6x+6x*—10x+15
(5-x°)

Simplificando f"'(x) =

b) f(z)=34z"+3

En esta funcién aplicaremos regla de la cadena, ya que desde que la
expresion que este elevada a cualquier exponente tenga mas de un término, se
debe aplicar la regla.

Empecemos por expresar f(z) de manera exponencial y posteriormente

derivar:
1

f(2) = (422 +3)3

£1(2) = ;(4% £3)5 (82)

fe=—
5(4z> +3)°

c) x +y’ =8xy
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En esta funcion no esta despejada y , pero si se encuentra en la expresion
por lo que se deduce que la derivada de y esta contenida también dentro de la
funcion, es decir, es una derivada implicita. Resolviendo:

3x* +3y%y'=8(xp"+x(1))

3x* +3y°y'= 8xy'+8y
3y*y'-8xy'= 8y — 3x’
y'(3y* —8x) =8y —3x’
8y —3x>
Y= J’z
3" —8x

Resolver las practicas de la Guia de Practicas de la asignatura.
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IV

Maximos y minimos y problemas de
optimizacidén

Objetivo particular de la unidad
Utilizar la primera y segunda derivada en la solucion de problemas de optimizacion

Habilidades por desarrollar en la unidad
Aplicaciones de la derivada para analizar el comportamiento de una funcion

IV.1 TEOREMA DEL VALOR MEDIO
Saber en la Teoria (1 hrs.)

Enunciado e interpretacion geométrica y aplicaciones del teorema del valor
medio del calculo diferencial.

Teorema del valor medio
Si una funcion f es continua en un intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a.b),

entonces existe un numero c en (a,b) tal que f(b) — f(a) = f (c )(b-a)

Saber Hacer en la practica (1 hrs.)

Resolver problemas donde se aplique el teorema del valor medio del calculo
diferencial

Demuestre que la funcion f definida por f(x) = x3-8x-5 satisface la hipotesis del teorema
del valor medio en el intervalo [1,4] y encuentre un numero ¢ en el intervalo (1,4) que
satisfaga la conclusion del teorema.

Como f es un polinomio, entonces f es una funcién continua y derivable en todos los
ndameros reales. En particular es continua en [1,4] y derivable en el intervalo abierto (1,4).
Segun el teorema del valor medio, existe un nimero c en (1,4) tal que,

F(4)-f(1) =f (c) (4-1)

Como f* (x) = 3x2 -8, esto es equivalente a
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27-(-12)= (3¢? - 8)(3)
despejando, obtenemos que ¢c= £+/7, por lo tanto el nimero deseado en el
intervalo (1,4) es ¢ = J7
IV.2 CRITERIOS DE MAXIMOS Y MIiNIMOS
Saber en la Teoria (4 hrs.)
Definicion de maximos y minimos de una funcién con la primera derivada.

Supongamos que cierto instrumento mide alguna cantidad fisica y se registran en la fig 1 .
En este caso el eje x representa el tiempo y el eje y a las magnitudes de las cantidades
medidas por el instrumento.

[ B

Figura 1

Si la gréfica representara una funcion f, seria conveniente representar de manera
grafica este comportamiento, es decir, f(x) cuando x varia:
Si una funcion f esta definida para cualquier intervalo I, entonces
i) f es creciente en | si f(x;)<f(x,), siempre que x; y x; estén en | y x4<x;
ii) f es decreciente en | si f(x;)>f(x,), siempre que x; y x; esténen | y x4>x;
iii) f es constante en | si f(x4)=f(x2), siempre que x; y X, estén en |

fixa)

'j"“‘”

—
Xy Ty x

(i.) Funcion creciente (ii.) Funcibn decreciente

Figura 4.2

Si una funcion es creciente, entonces su grafica sube a medida que x aumenta,
(figura 4.2i) . Si la funcion es decreciente, entonces su grafica baja a medida que x
aumenta (figura 4.2ii)

Definicion:
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Si una funcion esta definida en un intervalo | y ¢ es un nimero en |, entonces
i) f(c) es el valor maximo de f en | si f(x) < f(c) para todo x en I.
ii) f(c) es el valor minimo de f en | si f(x) = f(c) para todo x en I.

AY Ay

."|
|

] fx)
fe) f

[ x bk X

P ]
-

-
b
X

f
1
i
1
[}
i
i

a

x
[ Ll

&
{1} Walor maximo fic) (i) VYalor minima fTc)

Los valores maximos 6 minimos de f se llaman valores extremos o simplemente
extremos de f. Cuando f es una funcion constante, entonces para todo numero real c, f(c)
Es a la vez un nimero maximo y minimo.

Teorema:
Si una funcién f es continua en un intervalo [a,b], entonces f alcanza sus valores
maximo y minimo por lo menos una vez en el intervalo.

Los valores extremos se llaman también valor minimo absoluto y valor maximo
absoluto de f en un intervalo. También nos interesan los valores extremos locales.

Definicion
Sea ¢ un numero en el dominio de una funcion f

i) f (¢ ) es un maximo local de f si existe un intervalo abierto (a,b) que contiene a c
tal que f(x)< f( c) para toda x en (a,b)

ii) f( ¢) es un minimo local de f si existe un intervalo abierto (a,b) que contiene a c

tal que f( x)= f( c) para toda x en (a,b).

Teorema:
Si una funcién f es continua en un intervalo [a,b], y toma su maximo o su minimo
en un numero c del intervalo (a,b) , entonces f(c) =0 o f (¢ ) no existe.

Un numero ¢ en el dominio de una funcion f es un numero critico de f, sif (c ) =0 6
f( ¢) no existe.

Teorema de Rolle

En muchas ocasiones es muy dificil encontrar los nimeros criticos, porque la
existencia de los numeros criticos no esta garantizada, por lo que el Teorema de Rolle da
la condiciones para que la existencia de un numero critico. A continuacion se enuncia el
teorema:

Si una funcién f es continua en [a.b] y derivable en (a,b) y f(a) = f(b) , entonces
existe al menos un numero c en (a,b) tal que f(c ) =0
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El criterio de la primera derivada

Sea f una funcién que es continua en [a,b] y derivable en (a,b) :
i) Si f(x)> 0 para toda x en (a,b), entonces f es creciente en [a,b]
ii) Si f(x)< 0 para toda x en (a,b), entonces f es decreciente en [a,b]

i I
. i
% i
- : - -
i x b

|
1
1
]
Fag I : ]
T b u x b

(vl

Figora 4.8, ['(x) = 0; fcrece en [a,b],

Y

L
I X

Figura 4.9. f(x) < 0; f decrece en [a,b]

Supongamos que ¢ es un numero critico de una funcion f y (a,b) es un intervalo
abierto que contiene a c. Supongamos ademas que f es continua en [a,b] y derivable en
(a,b), excepto posiblemente en c.

i) Si f( x)> 0 para a<x<c y f(x) <0 para c<x<b, entonces f (c ) es un maximo local en c.

ii) Si f'( x)< 0 para a<x<c y f(x) >0 para c<x<b, entonces f (c ) es un minimo local en c.

i) Si f( x)> 0 6 f( x)< 0 para toda x en (a,b), excepto posiblemente para x=c, entonces
f(c) noes un extremo local de f.

x>0 Fix)<0

| N

ny

|
i
]

kY
-1
=

a 'S .}
| 1) Maximo local (n) Mimmo local

Definiciones y analisis de concavidad y de puntos de inflexion de una curva.
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El concepto de concavidad es util para describir la grafica de una funcion derivable f. Si
f'( c) existe, entonces f, tiene una recta tg en el punto P (c, f (c) con pendiente f'( c).

“00x, JIxN

Qix. Six) | Ple, flen

Pl el

—

|
1
I
]
1
:
rh a 3

[
"
L]
|
1
T

(i1 {iiy

Prueba de la concavidad:

Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto que contiene a c, entonces la
grafica tiene:

i) Concavidad hacia arriba si f’( ¢) >0
ii) Concavidad hacia abajo sif’( c) <0
[ B

Oflx, f{xh)
/

Pie. ficl)

|
|
i
1
I
)
1
)
1
(4

Figura 4.17

Un punto P (c, f(c)) sobre la grafica de un funcion f es un punto de inflexién si

existe un intervalo (a,b) que contiene a c tal que una de las afirmaciones se
cumple:

i)f 7 (x)>0sia<x<cyf“(x)<0sic<x<b 6
ii)f "(x)<0sia<x<cyf“(x)>0sic<x<b o

puntos de punios de
A inflexion inflexion

f!f \1 A

1

.' .

L} I

| L 1

e | = |

i | i 4 I

i | E o s dt

ks ! ! sk
p — ——————— -
[ - e o v . e e e et x

cu (&) Cu cD co cu

Obtencion de maximos y minimos con el criterio de una segunda derivada.
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Criterio de la segunda derivada
Sea f una funcién derivable en un intervalo abierto que contiene a ¢c. Supongamos que f
(c)=0

i) Sif” (c) <0 entonces f tiene un maximo local en ¢
i) Sif“ (c) > 0 entonces f tiene un minimo local en c

Saber Hacer en la practica (7 hrs.)

Aplicar la primera y segunda derivada en problemas para la obtencion de
maximos y minimos en problemas practicos

a. Sea f(x) = x® +x? -5x-5. Encuentre aquellos intervalos en los cuales f es creciente o
decreciente. Dibuje la gréfica de f.

Derivando f(x) obtenemos: f(x) = 3x* +2x-5 = (3x+5)(x-1).

Primero se escuentran los intervalos en donde f(x) > 0 o donde f(x) < 0, para esto se
hallan los puntos criticos:

3x+5=0 — x=-5/3
x-1=0 — x=1
Entonces los puntos criticos son -5/3 y 1, por lo que surgen los siguientes

5 5
intervalos (— oo,—3j,[—3.lj,(l,oo). Para tomar en cuenta todos los signos, se sugiere

presentar de manera tabulada el comportamiento de los signos de la funcion y de la
primera derivada:

Intervalo (3x+5) (x-1) f (x) f
(— w,—sj - - + Creciente [— oo,—S}
3 3
(— é ,1) + - - Decreciente {— é ,1}
3 3
(1,0) + + + Creciente [1,0]

Para graficar, f(x) podemos reescribirla de la siguiente manera:
fx)=x*(x+1)=5x+1) = (x> =5)(x+1)

por lo tanto las intersecciones de su grafica con el eje x tiene abcisas (—ﬁ y-1. La
interseccion con el eje y tiene ordenada f(0)= -5. Los numeros correspondiente a los

4
puntos criticos son (-2,2(7)) y (1,-8) y con estos datos graficamos f(x).
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fix)=x>+x*—5x -5

Figura 4.10

i i W ST e

b. Sea f(x)= 12 +2x*>-x*, utilice el criterio de la segunda derivada para encontrar los
maximos y minimos locales de f. Discuta la concavidad, encuentre los puntos de
inflexion y dibuje la grafica de f.

Comenzamos calculando la primera y la segunda derivada y factorizamos:

P(x)=4x-4x> = 4x(1-x%)
(x) = 4-12x%= 4(1-3x%)
Con la primera derivada calculamos los puntos criticos:
4x(1-x%)=0
4x=0 —>x=0
1-x*=0 = (1-x)(1+x)=0 —>x=1,x=-1
Por lo tanto los puntos criticos son -1,0,1.
Los valores de f’ en estos numeros son:
f(-1)= -8 <0, f(0)=4>0, f(1)=-8<0 .

Por lo tanto, aplicando el criterio de la segunda derivada, se observa que hay un

minimo local en 0 y dos maximos locales, uno en 1 y otro en -1. Los valores
correspondientes de f son f(0) = 12, y f(1) =13= f(-1). Para localizar a los puntos de
inflexion, resolvemos la 0, es ecuacion f’(x)=decir, (1-3x%)=0 y las soluciones para esta

3 A3

ecuacién son ——— y—— . Esto sugiere que examinemos los signos en los intervalos que

se

=

forman a partirde los puntos criticos. Los intervalos son:
3 ] ( 33 ] (ﬁ

3,00) . Tabulando:

3 3 3
Intervalo ’(x) Concavidad
(_ w,_fj - Hacia abajo
343 o
(— 3,3J + Hacia arriba
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3
({,wj - Hacia abajo

3 3

Como el signo de f’(x) cambia cuando x aumenta y rebasaa —— y —, los

3 3
. , 3113 N
puntos correspondientes sobre la grafica son | 39 son puntos de inflexion. Estos

son los puntos donde la inflexidon cambia, como se muestra en la figura.

N
— Puntos de
inflexion

SE— TR S

Figura 4.21

3 Tlea ol criterio de la segunda derivada paré

Resolver las practicas de la Guia de Practicas de la asignatura.
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Vv

Integrales definidas

Objetivo particular de la unidad
Identificar y aplicar diferentes métodos de integracion

Habilidades por desarrollar en la unidad
Evaluar a la integral y aplicarla a problemas

V.1 INTEGRALES DEFINIDAS.

Saber en la Teoria (3 hrs.)
Enunciado del teorema fundamental del calculo.

Sea f es continua en un intervalo [a,b]:
I. Si se define G como G(x) = Ixf(t)dt, para toda x en [a,b], entonces G es
una antiderivada de f en [a,b].

Il. Si F es una antiderivada de f, entonces Ibf(x)dx =F(b)-F(a)

El Teorema fundamental del célculo nos ayuda a evaluar a la integral definida
sin utilizar limites de sumas, pero lo mas importante y razon por lo que se le denomina
fundamental, es porque muestra la conexién entre el calculo diferencial y el calculo
integral.

Definicion de la integral definida

Sea f una funcién definida en el intervalo [a,b], entonces la integral definida de

f de a hasta b, esta dada por Ibf(x)dx = lim glf(ci)Axi , si el limite existe

|A]—>0 i

Interpretacion geométrica de la integral definida

Si f(x)> 0, para toda x en [a,b], entonces G(x) es el area bajo la grafica de f

entre a y x, como se ilustra en la figura 5.12. si h> 0, entonces la diferencia G(x+h) —
G(x) es el area bajo la grafica de f entre x y x+h, el nimero h es la longitud del

intervalo [x,x+h] y f(x) es la ordenada de aquel punto de la grafica de f cuya abcisa
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[G(x+h) - G()]
h
h— 0, entonces z—x y f(z) —f(x).

es x, entonces

= f(z), donde z esta entre x y x+h, por lo que si

Ay
y=f({t)

~G(x + k) — G(x)

-
a xZ x+h t

Figura 5.12

Integracion de funciones fundamentales algebraicas, trascendentes
trigonométricas y trigopnométricas inversas

Para poder resolver cualquier integrar, primero es necesario entender que es
una integral.

Una funcion F se llama antiderivada de una funcién f, en un intervalo I, si
F’(x)= f(x), para todo valorde xen I.

Ejemplo: Sea f(x)= 4x — F(x) = 2x?, ya que f(x)= 4x =f(x)

Si en una funcién f, F es una antiderivada particular y G es otra antiderivada
particular de la misma funcion, la diferencia entre ambas es una constante, es decir,
F(x) = G(x)+ Cte.

La operacion inversa de calcular la diferencial de una funcion, consiste en
hallar la funcion mas general de la diferencial dada. Esta operacién inversa se
denomina antidiferenciacion y se representa por j , entonces con este nuevo

concepto resolvamos el ejemplo anterior

I4xdx:2x2+C.

El concepto de antidiferenciacion cominmente se le denomina integracion. La
integral puede ser definida o indefinida y esta ultima nos proporciona la antiderivada
mas general.
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Para poder resolver las integrales se utilizan los siguientes teoremas basicos:

1. Idx =x+C
2. Iaf (x)dx =a I f(x)dx, donde a = constante

3. [+ gy = [ f(x)dr + [ gx)ax

xn+1
4. Ix"dx =—+C
n+l1
Una de las aplicaciones de la integral definida es encontrar area entre curva o
b
curvas. La férmula para hallar areas entre dos curvas: A= I [f(x) - g(x)]dx.
a
Oftra aplicaciéon es hallar volumenes a través de sdlidos de revolucidon, que se
. ., . b 2
genera cuando gira una regién alrededor de una recta. La formula es V =I ﬁ[f(x)]
a

cuando es una sola region, ahora cuando son dos regiones a considerar la formula es

V= [T @F -[e@F jax
Saber Hacer en la practica (7 hrs.)

Aplicar la integracion a diferentes tipos de funciones e interpretar el resultado

L..
s
-
=
I
(S ]

1+( (n = —2)
a X
[ g ke B E I PC (n= -9
® | L =T
i L0+ (n = 0)
= 0 dx = +C=x+C
[d)Jch’-‘—Jlrir—F.tch e

o A- fieenmlac ane dan antiderivadas de funciones simples a_pareceln
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V.1 METODOS DE INTEGRACION.

Saber en la Teoria (4 hrs.)
Integracion por cambio de variable, sustitucidn trigonométrica

Llamaremos cambio de variable o método de sustitucion al método de hallar
integrales indefinidas mediante la siguiente férmula:

[ £(g(e)g' (¥)dx = [ fu)du = Fu)+ C = F(g(x)+C

El método de sustitucion consiste principalmente en buscar una funcién u=g(x)
con un diferencial g’(x)dx que aparezca en la integral original. El resto del integrando
debe ser una simple funcién de u.

Integracion por partes

Este método se utiliza con el objeto de evaluar una integral cuyo integrando
consiste de un producto de funciones. La férmula a utilizar es J.udv =uv —Ivdu .

Esta férmula expresa la integral del producto f(x)g(x) en términos de la integral
del producto f(x)G(x). Es util porque en muchos casos la integral de f(x)G(x) es mas
facil de evaluar que la integral del producto original f(x)g(x).

Es importante realizar la eleccion correcta de f(x) y g(x) al expresar el
integrando original como un producto.

Saber Hacer en la practica (6 hrs.)

Aplicar la integral en la solucion de problemas geométricos, electronicos vy
eléctricos
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Evalte [ (x? + 3x — 7)*(2x + 3) dx.

Observamos que la diferencial de x2 + 3x — 7 esiguala (2x + 3) dx, que aparece en
la integral. Por tanto, hacemos x2 + 3x — 7 = u. Luego, (2x + 3) dx = du. Usando
esta sustitucion, la integral se reduce a

6
J{xz+3x—7)5(2x+3)dx=ju’du=%+c

=%(x2+3x—7)5+c

en donde sustituimos el valor de u otra vez.

Evalie |xe> dx,

Elijamos f(x) = xy g(x) = e, de modo que la integral dada tiene la forma |f{x)glx)
dx. Se sigue que f'(x) = 1y G(x), la integral de g(x), esta dada por G(x) = je> + C,
en donde C, es una constante de integracion. Sustituyendo estas expresiones en la
formula de integracion por partes, obtenemos

f F0g() dx = FX)G (x) — j FOG(x) dx.

jxe“ dx = x(}e¥* + C)) — J(I)(éez‘ + Cy) dx
o -_';xeh + C|I — %J(E’zx + 2C1) dx

xe¥ + Cix — $e¥* —Cix+ C

3
=42x — De* + C

en donde otra vez C es una constante de integracion,

Encuentre el area de la regiéon acotada por las graficas de y+x> =6 vy
y+2x-3=0

En la figura se describe el area la regidon que comprenden estas dos curvas y rectangulo
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tipico. Los puntos de interseccion de las graficas son (-1,5) y (3,-3), se pueden encontrar
resolviendo simultaneamente ambas ecuaciones. Despejando y en ambas ecuaciones
,obtenemos:

y=6-x> = f(x)

y =3-2x = g(x)

Aplicando la férmula del area

A= J-31 [(6 - xz)— (- 2x)dx] = 332u2

Resolver las practicas de la Guia de Practicas de la asignatura.
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Guia de Practicas

Practicas de la unidad 1

PRACTICA No. 1

Fecha Grupo
No de alumnos por practica 3 No. de alumnos por reporte 3

Nombre y firma del profesor

Nombre (s) del alumno (s)

Tiempo estimado 1.5 Hrs Calificacion

1. Objetivo.
El alumno aplicara los teoremas de las funciones.

2. Materiales y/o equipos.
Hojas en blanco, lapiz, teoremas sobre operaciones con funciones.

3. Desarrollo general.
Hallar (f + g) (x), (f- g) (x), (f* g) (x), (F/ g) (x)

f(x) = v 2x +1 g(x)=x*+3

4. Resultados y conclusiones de la practica por parte del alumno.
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Guia de Practicas

Practicas de la unidad 2

PRACTICA No. _2_

Fecha Grupo
No de alumnos por practica 3 No. de alumnos por reporte 3

Nombre y firma del profesor

Nombre (s) del alumno (s)

Tiempo estimado 1.5 Hrs Calificacion

1. Objetivo.
El alumno aplicara los teoremas de las limites y continuidad.

2. Materiales y/o equipos.
Hojas en blanco, lapiz, teoremas sobre limites y continuidad

3. Desarrollo general.
Hallar Lim f(x) de la siguiente funcién:

X— -3
1 six<-3
f(x)=] 2- 3x
x+2 six=2-3
2 —
Discuta la continuidad de f suponiendo que f(x) = ol 49
Y-

4. Resultados y conclusiones de la practica por parte del alumno.
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Guia de Practicas

Practicas de la unidad 3

PRACTICA No. 3

Fecha Grupo
No de alumnos por practica 3 No. de alumnos por reporte 3

Nombre y firma del profesor

Nombre (s) del alumno (s)

Tiempo estimado 1.5 Hrs Calificacion

1. Objetivo.

El alumno aplicara los teoremas de las derivadas. Analizara el comportamiento de
fendmenos fisicos

2. Materiales y/o equipos.

Hojas en blanco, lapiz, teoremas sobre derivadas. apoyese en las leyes de caida

libre y teniendo en cuenta que la velocidad después de t segundos es Z‘; donde s
es la distancia y t el tiempo.

3. Desarrollo general.

Un cuerpo cae bajo la accion de la gravedad desde una posicion de reposo a una

distancia de s= 16t%, a los t segundos. Calcule su aceleracion.

4. Resultados y conclusiones de la practica por parte del alumno.
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Guia de Practicas

Practicas de la unidad 4

PRACTICA No. _4_

Fecha Grupo
No de alumnos por practica 3 No. de alumnos por reporte 3

Nombre y firma del profesor

Nombre (s) del alumno (s)

Tiempo estimado 1.5 Hrs Calificacion

1. Objetivo.
Utilizar la derivada en la solucién de problemas de optimizacion.

2. Materiales y/o equipos.

Hojas en blanco, lapiz, teoremas sobre derivadas. Resuelve el siguiente problema
utilizando la primera derivada y que la cantidad a minimizar estd expresada en
funcion de dos variables

3. Desarrollo general.
Se ha de construir un tanque con base cuadrada horizontal y lados rectangulares
verticales. No tendra tapa. El tanque debera contener 4m® de agua como

capacidad. El material con el que se construira el tanque tiene un costo de $ 10.00
por m? ;Qué dimensiones del tanque minimizan el costo del material?

4. Resultados y conclusiones de la practica por parte del alumno.
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Guia de Practicas

Practicas de la unidad 5

PRACTICA No. 5

Fecha Grupo
No de alumnos por practica 3 No. de alumnos por reporte 3

Nombre y firma del profesor

Nombre (s) del alumno (s)

Tiempo estimado 1.5 Hrs Calificacion

1. Objetivo.
Utilizar la integral definida para calcular el area bajo una curva en un intervalo

dado.

2. Materiales y/o equipos.
Hojas en blanco, lapiz, teoremas sobre integrales indefinidas y definidas.Férmula
dele area

3. Desarrollo general.

Grafica y determinar el area de la regién delimitada por la curva y = x* — 4x, el eje
xylasrectasx=1yx=3

4. Resultados y conclusiones de la practica por parte del alumno.
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