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II. INTRODUCCIÓN DE LA ASIGNATURA.

Resistencia de materiales (también llamada mecánica de materiales o mecánica de los cuerpos deformables) es un nombre mal aplicado. La materia en sí no investiga la estructura cristalina y las propiedades físicas o básicas de los materiales, lo cual sería objeto de un curso en metalurgia. En vez de eso, investiga los efectos de las fuerzas aplicadas sobre los cuerpos.

La resistencia de materiales es una  continuación de la estática y de la dinámica. Si se aplican fuerzas a un cuerpo y no se produce movimiento, las reacciones que impiden el movimiento pueden calcularse aplicando las leyes de la estática. Si se produce movimiento, las aceleraciones y el  movimiento pueden determinarse mediante los principios de la dinámica. Sin embargo, puede darse alguna información que va más allá de la determinación de las fuerzas exteriores y el movimiento resultante.

 IV.    UNIDADES TEMATICAS.
UNIDAD  1

CONDICIONES DE EQUILIBRIO

INTRODUCCIÓN

En esta primera unidad se estudiarán los conceptos de: Principio de transmisibilidad, sistemas equivalentes de fuerzas, momento de un par de fuerzas y reacciones en los apoyos y conexiones.

Consta de 1 objetivo de aprendizaje.  El alumno sea capaz de analizar y calcular diferentes elementos rígidos, sobre la base de las tres condiciones de equilibrio. 

	OBJETIVO Y CRITERIOS DE APRENDIZAJE
	

	1.- Que el alumno sea capaz de reconocer los conceptos relacionados con resistencia de materiales.

2.- Analizar y calcular diferentes elementos rígidos, sobre la base de las tres condiciones de equilibrio.

1.1. Fuerzas y momentos.


	

	DEMOSTRACIÓN DE HABILIDADES PARCIALES (RESULTADO DE APRENDIZAJE)
	

	1.1 Concepto de fuerzas.
1.2  Concepto de momento
1.3  Tipo de apoyos.
1.3.1 Apoyo simple.

1.3.2 Apoyo fijo. 

1.3.3 Empotramiento.


	


UNIDAD 1

CONDICIONES DE EQUILIBRIO ESTATICO

           En cursos anteriores se ha estudiado que las fuerzas externas actuando sobre un cuerpo rígido pueden reducirse a un sistema fuerza par en un punto arbitrario O. Cuando la fuerza y el par son ambos iguales acero, las fuerzas externas forman un sistema equivalente nulo y se dice que el cuerpo rígido esta en equilibrio.

Por consiguiente, las condiciones necesarias y suficiente para el equilibrio de un cuerpo rígido pueden obtenerse haciendo:

R= ( F= 0 ; ( M = 0

Descomponiendo cada fuerza en sus componentes rectangulares, podemos expresar las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rígido por medio de las ecuaciones siguientes:         

( Fx= 0                  (Fy= 0

las ecuaciones obtenidas pueden usarse para determinar las fuerzas desconocidas aplicadas a cuerpos rígidos o las reacciones desconocidas que ejercen sobre éste sus apoyos.

Para resolver un problema concerniente al equilibrio de un cuerpo rígido, habrá que tener en cuenta todas las fuerzas que actúan sobre el cuerpo.

En primer lugar debe hacerse un diagrama de cuerpo libre y marcar las magnitudes y direcciones de las fuerzas externas conocidas. Se debe tener mucho cuidado en indicar el sentido de las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre y no el de las fuerzas ejercidas por el. Las fuerzas externas conocidas son, casi siempre, el peso del cuerpo libre y las fuerzas aplicadas con un propósito especifico. 

Las fuerzas externas desconocidas consisten en las reacciones por medio de las cuales el piso y los otros cuerpos se oponen a un posible movimiento del cuerpo libre, obligándolo a permanecer en la misma posición. 

EQUILIBRIO EN DOS DIMENSIONES 

         4.3.  Reacciones en los apoyos y conexiones de una estructura bidimensional.   En la primera parte de este capítulo consideramos el equilibrio de una estructura bidimensional, es decir, supondremos que la estructura  considerada y las fuerzas aplicadas están contenidas en el plano de la figura. Naturalmente las reacciones necesarias para mantener la estructura en la misma posición también estarán incluidas en el plano de la figura.

   Las reacciones ejercidas sobre una estructura bidimensional pueden dividirse en tres grupos, correspondientes a tres tipos de apoyos o conexiones:  

1. Reacciones equivalentes a una fuerza con línea de acción conocida. Algunos soportes y conexiones que causan reacciones de este grupo son: patines o rodamientos, balancines, superficies sin fricción y pernos en ranuras lisas. Cada uno de estos apoyos pueden impedir el movimiento de una sola dirección. Se muestran el la figura 4.1 junto con la reacción que producen. En las reacciones de este grupo hay una sola incógnita, a saber, la magnitud de la reacción: esta magnitud debe representarse con una letra apropiada. La línea de acción de la reacción se conoce y debe indicarse en forma clara en el diagrama de cuerpo libre. El sentido de la reacción debe ser como se señala en la figura 4.1 en el caso de una superficie lisa (alejándose de la superficie) o de un cable (tensión en la dirección del cable). La reacción puede tener cualquiera de las dos direcciones en el caso de patines de doble carril, collarines sobre barras y pernos en ranuras. Se supone que los patines de un carril y los balancines son reversibles y por consiguiente, las reacciones se pueden dirigir en uno u otro sentido.

2. Reacciones equivalentes a una fuerza de dirección desconocida. Entre los apoyos y conexiones que producen reacciones de este grupo se encuentran: pernos lisos en orificios ajustados, articulaciones y superficies rugosas. Estos pueden impedir el movimiento de traslación del cuerpo libre en cualquier dirección pero no pueden impedir el giro alrededor  de la conexión. En las reacciones de este grupo intervienen dos incógnitas que se representan por sus componentes x y y. En el caso de una superficie rugosa, la componente normal a la superficie debe dirigirse hacia afuera de ella.

3. Reacciones equivalentes a una fuerza y a un  par. Estas reacciones son producidas por soportes fijos que impiden cualquier movimiento del cuerpo inmovilizándolo por completo. En realidad los soportes  fijos producen fuerzas en toda la superficie de contacto; pero estas fuerzas forman un sistema que se puede reducir a una fuerza y a un par. En las reacciones de este grupo intervienen tres incógnitas que son las dos componentes de la fuerza y el momento del par.

[image: image145.wmf]
Cuando no es claro el sentido de la fuerza o de un par desconocido, no se debe intentar su determinación. El sentido de la fuerza o del par se debe suponer arbitrariamente; el signo de la respuesta indicara si la suposición fue correcta o no.

         4.4. Equilibrio de un cuerpo rígido en dos dimensiones.    Las condiciones establecidas en la sección 4.1 para el equilibrio de un cuerpo rígido se simplifican considerablemente en el caso de un estructura bidimensional. Escogiendo los ejes x y y en el plano de la estructura tenemos.
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PROBLEMA RESUELTO 4.1 

Una grúa fija tiene una masa de 1 000 kg y se emplea para levantar una carga de 2 400 kg se mantiene en su lugar por un perno en A y un balancín en B. el centro de gravedad de la grúa se localiza en G. Determínese las componentes de las reacciones en A y B.

[image: image147.wmf]      Solución. Se traza un diagrama de cuerpo libre de la grúa. Multiplicando las masas de la grúa y de la carga por g =  9.81 m/s2 obtenemos lo pesos correspondientes, que son 9810 N o 23.5 kN. La reacción del perno A es una fuerza de dirección desconocida representada por sus componentes Ax y Ay . La reacción del balancín B es perpendicular a la superficie de este, por lo que es una fuerza horizontal. Supondremos que  Ax , Ay  y B actúan en las direcciones indicadas.

      Determinación de B. establecemos que la suma de los momentos de todas las fuerzas externas con respecto al punto  A es cero. La ecuación obtenida a  Ax  ni a  Ay  ya que los momentos de  Ax y Ay con respecto a A son cero. Multiplicando la magnitud de cada fuerza por su distancia perpendicular a B, escribimos

+   ( MA = 0:       +B(1.5m)–(9.81kN)(2m)–(23.5 kN)(6m)=0

                       B = + 107.1 kN               B = 107.1 kN    <

Como el resultado es positivo, la dirección de la reacción es la respuesta.

      Determinación de  Ax.  La magnitud  Ax se calcula igualando a cero la suma de las componentes horizontales de todas las fuerzas externas.

+( Fx= 0:       Ax. + B = 0

                        Ax. + 107.1 kN = 0

                        Ax  = -107.1 kN              Ax.= 107.1 kN

Como el resultado es negativo, el sentido de   Ax y   Ay , es contrario al supuesto originalmente.

      Determinación de  Ay. La suma de las componentes verticales debe también ser igual a cero, por lo que 

+(Fy= 0:        Ay – 9.81 kN – 23.5 kN = 0

                         Ay = + 33.3 kN                    Ay = 33.3 kN

         sumando vectorialmente las componentes   Ax y   Ay, encontramos que la reacción en A es 112.2 kN, >17.3º.

[image: image148.wmf]FIGURA 3.4


     Comprobación.  Los valores obtenidos para las reacciones pueden comprobarse recordando que la suma de los momentos de todas las fuerzas externas con respecto a cualquier punto debe ser cero. Considerando por ejemplo el punto B, obtenemos

+( MB=-(9.81 kN)(2m)–(23.5 kN)(6m)+(107.1 kN)(1.5m)=0

PROBLEMA RESUELTO 4.2 
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Se aplican tres cargas a una viga en la forma indicada. La viga está apoyada en un rodamiento en A y en un perno liso en B. despreciando el peso de la viga, determínese las reacciones en A y B cuando P= 15 kips.
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   Solución.   Se dibuja un diagrama de cuerpo libre de la viga. La reacción en A es vertical y se representa por A. la reacción en B está representada por sus componentes  Bx y   By . Se supone que cada componente actúa en la dirección indicada. 

    Ecuaciones de equilibrio.  Escribimos las tres componentes de equilibrio siguientes y calculamos las reacciones indicadas:   

+( Fx = 0:                      Bx = 0                          Bx = 0

+( MA = 0:

-(15 kips)(3 ft) + By (9 ft) - (6 kips)(13 ft) = 0

                     By = +21.0 kips                  By = 21.0 kips 

+( MB = 0:

- A(9ft) + (15 kips)(6ft) – (6 kips)(2 ft) – (6 kips)(4 ft) = 0

                                  A = + 6.00 kips           A = 6.00 kips      

    Comprobación.   Los resultados se comprueban sumando las componentes verticales de todas las fuerzas externas:

+( Fy=+ 6.00 kips – 15 kips + 21.0 kips – 6 kips – 6 kips = 0      

    Observación.    En este problema las reacciones en A y B son verticales; sin embargo, lo son por razones diferentes. En A la viga está sostenida por un rodamiento, de manera que la reacción no puede tener ninguna componente horizontal. En B, la componente horizontal de la reacción es cero por que debe satisfacer la ecuación de equilibrio +   ? Fx = 0 y porque ninguna de las otras fuerzas que actúan sobre la viga tiene una componente horizontal. 

     Hubiéramos podido darnos cuenta a simple vista de que la reacción en B era vertical y olvidarnos de la componente horizontal Bx . Sin embargo, esto no es aconsejable ya que corriéramos el riesgo de olvidarnos de la componente Bx cuando las condiciones de carga requirieran esa componente (es decir, cuando se incluyera una carga horizontal). Ademas, se encontró que la componente Bx era cero usando y resolviendo una ecuación de equilibrio,  ? Fx = 0. fijando de antemano Bx igual a cero, pudimos no habernos dado cuenta que realmente usamos esta ecuación y Hubiéramos olvidado el numero de ecuaciones disponible para resolver el problema.  

[image: image151.wmf]      PROBLEMA RESUELTO 4.3

  Un vehículo cargado se encuentra en reposo sobre una vía que forma un  ángulo de 25º con la vertical. El peso total del carro y su carga son de 5 500 lb, y se aplica en un punto a 30 in de la vía equidistante a los dos ejes. El vehículo está sostenido por un cable fijo a 24 in de la vía. Determínese la tensión en el cable y la reacción en cada par de ruedas.
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  Solución.   Se traza el diagrama de cuerpo libre del carro. La reacción en cada rueda es perpendicular a la vía y la fuerza de tensión T es paralela a la vía. Escogemos, por conveniencia, el eje x paralelo a la vía y al eje y perpendicular a ésta. Descomponiendo al peso de 500 lb en sus componentes x y y obtenemos

                  Wx = + (5500 lb) cos 25º = + 4980 lb

                  Wy = - (5500 lb) sin 25º = - 2320 lb

Ecuaciones de equilibrio.   Para eliminar T y R1 del calculo, tomamos los momentos con respecto a A.

+( MA = 0:             -(2320 lb) – (4980 lb)(6 in) + R2  (50 in) = 0    

                    R2  =  + 1758 lb                  R2 = 1758 lb

Si ahora tomamos los momentos con respecto a B, eliminamos T y R2 de los  cálculos y escribimos

+( MB = 0:            (2320 lb)(25 in) – (4980 lb)(6 in) - R1 (50 in) = 0

                    R1  + 562 lb                            R1 =  562 lb

El valor de T se encuentra escribiendo

+( Fx = 0:           + 4980 lb – T = 0

                            T = + 4980 lb                         T = 4980 lb

Los valores obtenidos para las reacciones se muestran en el esquema adjunto.
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     Comprobación.    Los cálculos se verifican escribiendo

                           +(Fy =  +562 lb + 1758 lb – 2320 lb = 0

    también se pueden comprobar calculando los momentos con                     respecto a cualquier otro punto que no sea A o B.

PROBLEMA RESUELTO  4.4
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La armadura mostrada sostiene parte del techo de un pequeño edificio. Sabiendo que la tensión en el cable es de 150 kN, determínese la reacción en el extremo fijo E.

   Solución.    Se traza un diagrama de cuerpo libre de la 

armadura y el cable BDF. La reacción en el extremo fijo E se representa por las componentes de fuerza  Ex y  Ey  y el par  ME . Otras fuerzas que actúan sobre el cuerpo libre son las cuatro cargas de 20 kN y la fuerza de 150 kN ejercida en el extremo F del cable

     Ecuaciones de equilibrio.     Observando que DF=                           = 7.5 m, escribimos “falta una raiz”

+( Fx = 0:              EX + 4.5 (150 kN) = 0

                                        7.5

                                     Ex  = -90.0 kN            Ex  = 90.0 kN  

[image: image155.wmf]FIGURA 11.1
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+(Fy = 0:              Ey  = -4(20 kN) -  6  (150 kN) = 0  

                                                           7.5

                                      Ey  = + 200 kN            Ey  = 20.0 kN

+( ME = 0:          (20 kN)(7.2m) + (20 kN)(5.4m) + (20 kN)(3.6m)

                                                                6 

                             + (120 kN)(1.8 m) – 7.5 (150 kN)(4.5m) +( ME  = 0

                               ME  = +180.0 kN-m              ME  = 180.0 kN-m

[image: image156.wmf]Constante K

PROBLEMA RESUELTO 4.5

Un peso de 400 lb se sujeta a la palanca AO como se indica en la figura. La constante del resorte BC es k = 250 lb/in, y el resorte no esta estirado cuando O =  0. determínese la posición de equilibrio.
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   Solución.  Fuerza ejercida por el resorte. Representando por s la deformación del resorte desde su posición indeformada y teniendo en cuenta que s =  r0, escribimos 

F = ks = kr0

   Ecuaciones de equilibrio. Sumando los momentos de W y F con respecto a O tenemos 

+(M0 = 0:       Wl sen 0 – r (kr0) = 0              sen 0 = kr2 







    Wl0

Sustituyendo los datos numéricos dados, obtenemos

sen 0 = (250 lb/in)(3 in)2 0               sen 0 = 0.703 0

                (400 lb)(8 in)

Y resolviendo por tanteo encontramos

                                                              0 = 0            0 = 

PROBLEMAS 
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      4.1   Con un montacargas de 2800 kg se levanta una caja de 1500 kg. Determínese la reacción en cada una de las dos a) ruedas delanteras A y b) ruedas traseras B.

[image: image159.wmf]FIGURA 11.8

100

80

0

100

200

250

(MPa)

300

200

L/r

s

=

(L/r)

cr

2

2

MPa

250

=

Y

p

E


      4.2    Un jardinero utiliza una carretilla de 12 lb para transportar una bolsa de fertilizante de 50 lb. ¿Cuánta fuerza deberá ejercer sobre cada asa?  
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       4.3     El jardinero del problema 4.2 desea transportar una segunda bolsa de fertilizante de 50 lb al mismo tiempo que la primera. Determínese la máxima distancia horizontal permisible a partir del eje A de la carretilla al centro de gravedad de la segunda bolsa, si solamente puede cargar 15 lb con cada brazo.

        4.4       Una carga de madera con peso W = 25 kN va a ser levantada con una grúa móvil. El peso de la pluma ABC y el peso combinado del carro y del chofer son los indicados. Determínese las reacciones en cada una de las dos a) ruedas delanteras H, y b) ruedas traseras K.

[image: image161.wmf]        4.5      Una carga carga de madera con peso W = 25 kN va a ser levantada con una grúa móvil. Sabiendo que la tensión es de 25 kN en todas las porciones del cable AEF y  que el peso de la pluma ABC es de 3 kN, determínese a) la tensión en barra CD y b) la reacción en el perno B.

         4.6    Se usa una grúa montada en un camión para levantar un compresor de 750 lb. Los pesos de la pluma AB y del camión son los indicados y el ángulo que forma la pluma con la horizontal es a = 40º. determínese la reacción en cada una de las dos a) ruedas traseras C y b) ruedas delanteras  D.

         4.7       Para la grúa montada en el camión del problema 4.6, determínese el valor mínimo de a permitido para que el camión no se voltee al cargar un peso de 3000 lb.

[image: image162.wmf]FIGURA 9.7

Relaciòn de esbeltez, L/r

s

Estuerzo,

pl

s

20 

k/pul

2

2

42 

k/pul

s

pl

Esfuerzo unitario

=

s

2

s

2

s

=

FIGURA 9.6

Deformaciòn unitaria,

         4.8        Para la viga de problema resuelto 4.2, determínese el intervalo de valores de P con los cuales la viga estará segura, si se sabe que el máximo valor permitido en cada una de las reacciones es de 25 kips y que la reacción en A debe dirigirse hacia arriba.

         4.9      Se aplican tres cargas a una viga ligera sostenida  

por cables en los puntos B y D como se indica, despreciando el peso de la viga, obténgase el intervalo de valores de Q para los cuales ninguno de los cables se afloja cuando P = 0.
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     4.10        Se aplican tres cargas, en la forma que se muestra, a una viga ligera sostenida por cables fijos en B  y D. sabiendo que la máxima tensión admitida en cada cable es de 12 kN y despreciando el peso de la viga, determínese el intervalo de valores de Q para el cual la carga esta segura cuando P = 0.

      4.11       En el caso de la viga del problema 10.4, obténgase el intervalo de valores de Q para el cual la carga está segura cuando P = 5kN.

         4.12           Determínese la carga máxima que puede ser levantada por la grúa móvil del problema 4.4 sin que ésta se voltee, si se conoce que la fuerza mas grande que puede ejercer el gato hidráulico es de 100 kN y que la tensión máxima admitida en el cable AEF es 35 kN.

        4.13         Determínese la tensión del cable ABD y la reacción en el soporte C.

         4.14          Dos eslabones AB y DE están conectados por una palanca angular como se indica en la figura. Sabiendo que la tensión en el eslabón AB es de 180 lb, Determínese a) la tensión en el eslabón DE, b)la reacción en C.

[image: image164.png]6pul |

1.75 pul‘

750 Ib

% «=3751b

B 3 pul dismetro ! .
pul diametro  8Fac =375 b

pul Fa.c =750 1b

PN
Spul /‘>’ 25 oul
3 3 pul didmetro /o pu
1.25 pul a

=F, = ”FAC— 375 lb

F, =3751b F,




[image: image165.png]di . 1.5 pui didmetro 2.5 puldidmetro
30 mni didmetro 25 kIh

Fig. P1.2
P =30kN
Fig. P1.1

0100 m

1.3 Resolver el prob 1.2, suponiendo que la fi
[ FTRN FOPOP ST IS IO P

"
,
2
# 3}
) @G

j(\
! T T
0.1500m Q.300m 0.250
Fig. P15 y P1.6

240 Ih

, 1
Fig. P1.7 :

I pui
Fig. P1.8



         4.15           Dos eslabones AB y DE están conectados por una palanca angular como se indica. Determínese la máxima fuerza que puede ejercer el eslabón AB sobre la palanca angular, si el valor máximo admisible de la reacción en C es de  400 lb.

         4.16           La palanca AB esta articulada en C se fija  a un cable de control en A. si se somete la palanca a una fuerza horizontal de 500 N en B, Determínese a) la tensión en el cable y b) la reacción en C.

         4.17         Una armadura puede estar apoyada en tres formas diferentes, como se indica en la figura, Determínese en cada caso reacciones en los apoyos.
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                             4.18        Determínese las reacciones en A y B cuando   a) a = 0, b) a = 90º  y c) a = 30º.

         4.19        Resuélvase el problema 4.18, suponiendo que la fuerza de 750 lb-in en el sentido de las manecillas del reloj.

[image: image168.png]


        4.20     El mecanismo que se muestra esta diseñado para medir la tensión en una cinta de papel pesada que se utiliza en un proceso de manufactura. Determínese a) la fuerza ejercida  en E por el resorte cuando la tensión en la cinta es 150 N y b) la reacción correspondiente en D.
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         4.21         Un rodillo ligero AD soporta una carga vertical de 30 lb y esta atado a los collarines B y C que pueden deslizar libremente sobre los rodillos que se observan. Sabiendo que el alambra atado en A forma un ángulo a = 30º con la horizontal, Determínese a) la tensión en el alambre, b) las reacciones en B y en C.

              4.22      Resuélvase el problema 4.21, suponiendo que a = 0

         4.23     Una barra ligera AD se suspende de un cable BE y sostiene un bloque de 20 kg en C. los extremos A y D de la barra están en contacto con paredes verticales sin fricción. Determínese la tensión en el cable BE y las reacciones en A y D
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         4.24     Un soporte movible se mantiene en reposo por un cable atado en C y por rodillos sin fricción en A y B. Para la carga que se exhibe, Determínese a) la tensión en el cable y b) la componente de la reacción en A en dirección perpendicular a AC.

[image: image173.png]Fig. P1.1

1600 1h

0.6 pul 8 mn

1600 1b

L—-—J Madera

Fig. P1.17

75

2min

9 mm —— 300 mm—-—z
Tl

_EQ@— B

Siun

Fig. P1.21 v P1.22

12 pul )
B
!f’.\
4.5 pul \

C . \ D 18]
1 h S . ,U )
L” ;;‘I L. I S C R S e | "r’?
- - - -{ -

\/} ~—=[6pul —=— 'r"pnl

3 I

i pul
Fig. P1.23



         4.26     La llave que representa en la figura se usa para hacer girar una barra. Un perno se ajusta en un agujero A y una superficie plana sin fricción descansa sobre la barra en B. si se aplica una fuerza P de 300 N sobre la llave en D y b) el valor correspondiente de la fuerza ejercida sobre la llave en B.       

          4.27     una puerta elevadiza de garaje consta de un tablero rectangular uniforme AC de 84 in de altura, sostenido por el cable AE fijo a la mitad del canto superior de la puerta y por dos conjuntos de rodamientos sin fricción en A y B. cada conjunto consta de dos rodillos localizados en cada lado de la puerta. Los rodillos A pueden moverse en canales horizontales, mientras que los rodillos B se guían por canales verticales. Si se mantiene la puerta en la posición pala la cual BD 0 42 in, Determínese a) la tensión en el cable AE y b) la reacción en cada uno de los 4 rodillos.

      4.28   En el problema 4.27 obténgase la distancia BD para la cual la tensión en el cable AE es igual a 600 lb.

UNIDAD  2

ESFUERZO NORMAL PROMEDIO

INTRODUCCIÓN

En esta segunda unidad se estudiarán las características vectoriales del esfuerzo normal promedio, relacionándolo  con las propiedades de los materiales, así como realizar diseños de AST en base a este esfuerzo.

Consta de 1 objetivo de aprendizaje.  El alumno sea capaz de analizar y diseñar  diferentes elementos sometidos a carga axial, y conocerá las propiedades mecánicas de los materiales.

	OBJETIVO Y CRITERIOS DE APRENDIZAJE
	

	1. - Que el alumno sea capaz de analizar y diseñar diferentes elementos sometidos a carga axial, y conocerá las propiedades mecánicas de los materiales.

1. – Tipos de esfuerzos.


	

	DEMOSTRACIÓN DE HABILIDADES PARCIALES (RESULTADO DE APRENDIZAJE)
	

	2.1 Esfuerzo normal.
2.1.1 Esfuerzo normal de tensión.

2.1.2 Esfuerzo normal de compresión.
2.2 Propiedades mecánicas de los materiales.

2.2.1 Dureza.

2.2.2 Ductilidad.

	


UNIDAD  II

El objetivo de cualquier análisis de resistencia es establecer la seguridad. Lograr esto requiere del esfuerzo que se produzca en el material del miembro que se analiza  este por debajo de un cierto nivel de seguridad. Comprender lo que significa esfuerzo en un miembro que soporta carga, como se describe a continuación, es de la mayor importancia para estudiar la resistencia de materiales.

Esfuerzo es la resistencia interna que ofrece una área unitaria del material que esta hecho un miembro para una carga aplicada externa.

 Nos interesamos en lo que suceda dentro de un miembro que soporta una carga.

Debemos determinar la magnitud  de fuerza que se ejerce sobre cada área unitaria del material. El concepto de esfuerzo puede expresarse matemáticamente como:
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Esfuerzo = 

En algunos casos, como se describe en la siguiente sección que trata del esfuerzo normal directo, la fuerza aplicada se reparte uniformemente en la totalidad de la sección transversal  del miembro. En estos casos, el esfuerzo puede calcularse con la simple división de la fuerza total por el área  de la parte que resiste la fuerza. Entonces el nivel de esfuerzo será el mismo en un punto cualquiera de una sección transversal cualquiera.

Uno de los tipos fundamentales de esfuerzo es el esfuerzo normal, denotado por la letra griega minúscula  

Llamada sigma en donde el esfuerzo actúa de manera perpendicular, {o normal a la sección transversal del miembro de carga. Si el esfuerzo es también uniforme sobre el área  de resistencia, el esfuerzo se conoce como :esfuerzo normal directo.

     Los esfuerzos normales pueden ser de comprensión  de tensión. Un esfuerzo de comprensión es aquel que tiende a  aplastar el material del miembro de carga,  y a cortar el miembro en si. Un esfuerzo de tensión es aquel que tiende a estirar el miembro y romper el material.

PROBLEMA MODELO 1.1
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En el colgador que se ilustra, la parte superior de la barra articulada de ABC tiene 3/8 pul de espesor y las partes inferiores tiene ¼ pul cada una. Se utiliza resina apóxica para unir las partes en B. El pasados en  A tiene 3/8 pul de diámetro y ¼  pul en C. Determinar (a) el esfuerzo cortante en el pasador A,  (b)el esfuerzo cortante en el pasador C, (c) el mayor esfuerzo normal en ABC, (d) el esfuerzo cortante medio en las superficies adheridas en B, (e) el esfuerzo de apoyo en la barra articulada en C.

Cuerpo libre: puesto que la barra articulada ABC es un elemento de dos fuerzas, la reacción en A es vertical; la reacción en D esta representada por sus componentes Dx y Dy. Escribimos.

      (500 lb)(15 pul)- Fac(10 pul)= 0

FAC= + 750 LB                   FAB= 750 LB                     tensión 

a. Esfuerzo cortante en el  pasador A. Como el pasador de 3/8 pul de diámetro está a cortante simple, escribimos.
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             TA=  =                                                         TA=6790 Lb/pul

b. Esfuerzo cortante en el pasador C. Puesto que este pasador de ¼  pul  de diámetro, está a cortante doble, escribimos.

[image: image179.png]



         TA=                                     

c. Esfuerzo normal máximo en la barra articulada ABC. El esfuerzo normal máximo se encuentra  en donde el área es más pequeña; esto ocurre en la sección transversal en A, en donde está localizado  el agujero de 3/8 pul tenemos.

[image: image180.png]


[image: image181.png]


[image: image182.png]


                                                                                                                                                                      

d)Esfuerzo cortante promedio en B  notamos que el pegante está en ambos lados de la parte superior  de la barra articulada y que la fuerza cortante en cada lado es                                  . El esfuerzo cortante medio en cada superficie es entonces.
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TB= 

e.  Esfuerzo de apoyo  en la barra articulada en C. Para cada porción de la barra articulada  F1=375 lb                  y el área  nominal de apoyo es (0.25 pul)=0.0625 pul2  
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Problemas:                                                     

Introducción – Concepto de esfuerzos
1.1 y 1.2    Dos  varillas sólidas de sección  circular están soldadas en B  como se muestra en la fig. P 1.1.  Determinar el esfuerzo normal en el punto medio de cada varilla.
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1.3 Resolver el problema 1.2 suponiendo que la fuerza de 12 k lb  en A, está dirigida hacia la derecha.

1.4 En el prob. 1.1, determinar la magnitud de la fuerza  P  para la cual ocurre el mismo esfuerzo normal en cada varilla.

1.5 Sabiendo que la parte central de la varilla  BE  es + 90 Mpa.

1.6 Se aplican tres fuerzas,  cada una de  magnitud    P= 4kN, al mecanismo de la fig. P 1.5 Determinar el área transversal de la parte uniforme de la  barra BE para la cual, el esfuerzo normal es de + 100 Mpa.

1.7 Determinar el esfuerzo normal en el punto medio de la barra articulada BD, sabiendo que tiene sección transversal uniforme de  1/16 X  ¼   pul.

1.8  Se aplica un par  M de magnitud  1000lb-pie a la  manivela del sistema ilustrado en la fig. P1.8. Par la posición exhibida, determinar (a) la fuerza   P  requerida  para  mantener el sistema en equilibrio, (b)  el esfuerzo normal en la biela  BC, que tiene una sección transversal uniforme de 0.72 pul².

1-26 una base de hierro colado para una  máquina pesa 2750 libras . Calcule su masa en slugs.

1-27 Un rodillo de acero que pende  de una báscula, produce una lectura de 12 800lb. Calcule su masa en slugs.

1-28 Determine su propio peso en libras y su masa en slugs.

Conversiones de Unidades.

1-29 Un recipiente de presión contiene un gas a 1200 psi. Exprese la presión en pascales. 

1-30 Un acero estructural tiene un esfuerzo permisible de 21 600 psi. Exprese en  pascales.

1-31 El esfuerzo al que un material se rompe bajo una carga de tensión  directa se conoce como resistencia última . El rango de resistencias últimas para las aceleraciones de aluminio varían de 14 000 a 76 000 psi. Exprese este rango en pascales.

1-32 El eje de un motor eléctrico gira a 1750 rpm. Exprese la velocidad de rotación en radianes por segundo.

1-33 Exprese un área de 14.1plg² en milímetros cuadrados.

1-34 Una deformación permisible de una cierta viga es de 0.080 plg. Exprese la deformación en milímetros .

1-35 Una base  para una columna de construcción mide 18.0 plg por 18.0 plg de lado, y 12.0 plg de altura. Calcule el área de la sección transversal en pulgadas  cuadradas y en milímetros  cuadrados . Calcule el volumen en pulgadas cúbicas, pies cúbicos, milímetros cúbicos y metros  cúbicos.

1-36 Calcule el área en pulgadas cuadradas de una varilla, con un diámetro de 0.505 plg. Luego convierta el resultado en milímetros cuadrados .

Esfuerzos de Comprensión y Tensión Directos  

1-37.M   Calcule el esfuerzo en una barra  redonda sujeta a una fuerza de tensión directa

               de 3200 N si su diámetro es de 10mm
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1-38.M    Calcule el esfuerzo en una barra rectangular con dimensiones de sección transversal de 10mm por 30mm si se aplica una fuerza de tensión directa de  20kN.

1-39.I      Un eslabón de una máquina empacadora  automática se somete a una fuerza de tensión de 860 lb. Si el eslabón es cuadrado de 0.40 plg. De lado, calcule el esfuerzo sobre el eslabón.

1-40.I       Una varilla circular, con diámetro de 3/8 plg soporta un calentador que pesa 1850 lb. Calcule el esfuerzo en la varilla.

1-41.M     Se diseña una repisa para sostener cajones con una masa total de 1840 kg. Dos varillas similares a las de la figura 1-21 sostienen la repisa. Cada varilla tiene un diámetro de 12.0 mm. Suponga  que el centro de gravedad  de los cajones está en la parte media de la repisa. Calcule  el esfuerzo a la mitad de las varillas. 

FIGURA 1-21  Soporte de repisa del problema 1-41.

1-42.I     La base  para la columna de concreto es  circular, con diámetro de 8 plg, y soporta una carga de compresión directa de 70 000 lb. Calcule el esfuerzo de compresión en el concreto .

1-43.I      Tres bloques de madera  cortos y cuadrados de 3 ½ plg de lado, soportan una maquina  que pesa 29 500 lb. Calcule  el esfuerzo de compresión  sobre los bloques.

1-44. El eslabón de un mecanismo soporta una carga de compresión  axial de 3500 N.

 Si  tienen una sección transversal cuadrada de 8.0 mm de lado, calcule el esfuerzo en el eslabón.

1-45. Una máquina con  una masa de 4200 kg está sobre tres varillas de acero dispuestas como se muestra en la figura  1-22. Cada varilla tiene un diámetro de 20mm. Calcule el esfuerzo en el escalón.

1-46.Se utiliza una centrífuga para separar líquidos, según sus densidades,  utilizando fuerza centrifuga con un balde en su extremo para contener el líquido En operación , el balde y el líquido tienen una masa de 0.40 kg. La fuerza  centrifuga  tiene una magnitud en newtons de :

                                       F=0.01097.m.R.n²

En donde   m = masa en rotación  del balde y el líquido   (  en kilogramos )

Capitulo  1     ( Conceptos básicos en la resistencia de materiales  
UNIDAD  3

ESFUERZO CORTANTE PROMEDIO

INTRODUCCIÓN

En esta tercera unidad se estudiarán las características vectoriales del esfuerzo cortante promedio indicando gráficamente los puntos donde se desarrolle este.

Consta de 1 objetivo de aprendizaje.  El alumno sea capaz de analizar y diseñar diferentes elementos sometidos a esfuerzo cortante promedio.

	OBJETIVO Y CRITERIOS DE APRENDIZAJE
	

	1. - Que el alumno sea capaz de reconocer los conceptos relacionados con el esfuerzo cortante promedio.

2. –Analizar y diseñar diferentes elementos sometidos a esfuerzo cortante promedio.

1. –Tipos de esfuerzo cortante.

	

	DEMOSTRACIÓN DE HABILIDADES PARCIALES (RESULTADO DE APRENDIZAJE)
	

	3.1 Esfuerzo cortante.
3.1.1 Esfuerzo cortante en pernos y remaches.

3.1.2 Esfuerzo cortante en superficies adheridas
3.1.3 Esfuerzo de aplastamiento. 


	


UNIDAD III

ESFUERZO CORTANTE PROMEDIO

             Las fuerzas internas estudiadas en las unidades anteriores y los esfuerzos correspondientes eran perpendiculares a la sección considerada. Se obtiene un tipo muy diferente de esfuerzo cuando se aplican fuerzas transversales, por lo cual concluimos que deben existir fuerzas internas en el plano de la sección y que su resultante debe ser igual a P.

Estas fuerzas internas elementales se llaman fuerzas cortantes y la magnitud P de su resultante es el cortante en la sección. Dividiendo la fuerza cortante P por el área A  de la sección obtenemos el esfuerzo cortante promedio en la sección. Designando el esfuerzo cortante por la letra griega ( (tau), escribimos.
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Se debe poner de relieve que el valores obtenido es un promedio del esfuerzo cortante en toda la sección. Contrariamente a lo que dijimos antes con respecto a los esfuerzos normales, la distribución de los esfuerzos cortantes se presentan normalmente en pernos, pasadores y remaches utilizados para conectar varios miembros estructurales y componentes de maquinas.

Con frecuencia se inserta un perno o un remache en un agujero cilíndrico a través de partes coincidentes para conectarlas. Cuando se aplican fuerzas perpendiculares al eje del perno, existe la tendencia de cortarlo a través de su sección transversal, produciendo un esfuerzo cortante. Esta acción se llama coetánea simple, porque una sola sección transversal del perno resiste la fuerza cortante aplicada. En este caso generalmente se diseña el perno para que el esfuerzo cortante este por debajo del nivel que haría que se fracturase el perno.

Cuando se diseña una conexión por medio de pernos donde hay dos secciones transversales que resisten la fuerza aplicada. En esta disposición, se dice que el perno esta a esfuerzo cortante doble.
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    1.9 Cada una de las cuatro barras articuladas verticalmente tiene una sección transversal uniforme de 10x36mm. Sabiendo que cada pasador tiene un diámetro de 9mm,determine el valor máximo del esfuerzo normal medio en las barras articuladas que unen (a) los puntos B y D, (b) los puntos C y E.

    1.10 La barra articulada BD consta de una barra de acero con una sección  transversal uniforme rectangular de 12x40 mm. Sabiendo que cada pasador tiene un diámetro de 10 mm, determinar el valor máximo del esfuerzo normal promedio en la barra articulada cuando (a) (=0  , (b) (=90 .

    1.11 Se aplican dos fuerzas de 1.5 klb, dirigidas horizontalmente hacia la derecha, al pasador B del conjunto mostrado. Sabiendo que se usa un pasador de 0.6 pul de diámetro en cada conexión, determine el valor máximo del esfuerzo normal promedio en (a) la barra articulada AB, (b) la barra articulada BC.  

   1.12 Resuelve el prob. 1.11 suponiendo que las dos fuerzas de 1.5 klb están dirigidas horizontalmente hacía la izquierda.   

   1.13 Sabiendo que los elementos CE y DE   tiene una sección rectangular de 20x50mm, determine el esfuerzo normal en (a) el elemento CE, (b)el elemento  DE. 

   1.14 Sabiendo que los elementos en tracción de la cercha mostrada van a fabricarse en varilla redonda, determine el diámetro para el cual el esfuerzo normal es 100 Mpa en (a) el elemento EG, (b) el elemento FG.

   1.15 La barra rígida EFG esta soportada por el sistema mostrado. Sabiendo que el elemento CG es una barra, sólido circular de 0.75 pul de diámetro, determinar el esfuerzo normal en CG.

  1.16 La barra rígida EFG esta soportada por la cercha mostrada .Determine el área de la sección transversal del elemento AE para la cual, el esfuerzo normal en el elemento es de 15000  lb/pul.
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FIGURA 1-35 Bloque de madera con muecas con carga 

FIGURA 1-36 Forma de un “bocado” para el problema 1-61.

FIGURA 1-37 Forma de un “ bocado” para el problema  1-62

    Calcule el esfuerzo córtate en el aluminio si se aplica una fuerza de perforación de 38.6 Kn.

    La figura 1-37 muestra la forma de un bocado al extraerse de una lamina de acero de 0.194 plg de espesor. Calcule el esfuerzo cortante en le acero si se aplica una fuerza de perforación de 45 000 lb.

    La cuña de la figura 1-14 tiene las dimensiones b=10mm, h =8mm, y L= 22mm. Determine el esfuerzo cortante en la cuña cuando se transmite un par de torsión de 95 N.m del eje de 35mm del diámetro al cubo.

    Se Utiliza una cuña para conectar un engrane a un eje, como se muestra en la figura 1-14 . Tiene una sección transversal rectangular con b= ½ plg y h=3/8 lg. La longitud es de 2.25 plg. Calcule el esfuerzo cortante en la cuña cuando transmite 8000lb.plg de par de torsión del eje de 2.0 plg de diámetro al engrane.

    Se conectan dos tubos como se muestra en la figura 1-38.Bajo una carga de compresión de 20 000 lb, la carga se transfiere del tubo superior a través del perno al conector, y luego a través del collarín.

FIGURA 1-38 Conector para el problema 1-65.

Al tubo. Calcule el esfuerzo cortante en el tubo y en el collarín.

1-66.1 una pequeña grúa hidráulica como la que se muestra en la figura 1-39 soporta una carga de 800 libras. Determine el esfuerzo cortante que recorre el perno en B, que esta a esfuerzo cortante doble. El diámetro del perno es de 3/8 plg.
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1-67.M la cremallera de un gato de un camión tiene la configuración de los dientes como se muestra en la figura 1-40. Para una carga de 88KN calcule el esfuerzo cortante en la base del diente.

1.68.M la figura 1-41 muestra un ensamble en donde el bloque superior esta soldado al bloque inferior. Calcule el esfuerzo cortante en el material de soldadura si la fuerza es de 88.2 kN.

1-69.M la figura 1-42 muestra un tornillo sujeto a una carga de tensión. Un modo de falla seria el desprendimiento del vástago circular de la cabeza del tornillo, lo que seria una acción cortante en la cabeza para esta modo de falla se aplica una fuerza de 22.3kN.

1.70.M la figura 1-43 muestra una junta remachada que una dos placas de acero. Calcule el esfuerzo cortante en los remaches debido a una fuerza de 10.2 kN aplicada a las placas.

1-71.M. la figura 1-44 muestra una junta a tope remachada con cubreplacas que concentran dos placas de acero. Calcule el esfuerzo cortante en los remaches debido a una fuerza de 10.2 kN aplicada a las placas.

Esfuerzo de apoyo.

1-72.I calcule el esfuerzo de apoyo en la superficie de contacto A, B, C, y D, en la figura 1-45.

1.17. los elementos de la madera A y B están unidas por laminas de madera de triplex pagada totalmente en la superficie de contacto. Sabiendo que la separación entre extremos de los elementos es de 8 mm, hallar la longitud L para la cual el esfuerzo cortante promedio en el pegaste es de 800 kPa.
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1.18 sabiendo que, cuando la carga alcanzo el valor indicado, el elemento de madera fallo por cortante a lo largo de la superficie mostrado por la línea punteada, determinar el esfuerzo cortante medio en la superficie de la falla.

1.19 Sabiendo que el esfuerzo de corte de falla de una placa de acero es de 48kLb/pgl2  determinar (a) la fuerza P requerida para perforar un agujero de 1.25 pul de diámetro en una placa de 0.375 de espesor, (b) el esfuerzo normal correspondiente en la perforación.

1.20. sabiendo que se requiere una fuerza P de 50 kN para perforar un agujero de diámetro d=20mm en una hoja de aluminio de espesor t=5mm, hallar el esfuerzo cortante promedio de falla del aluminio.

1.21 Se emplea un pasador de 6mm de diámetro en la conexión C del pedal mostrado. Sabiendo que P=500N, determinar  (a) el esfuerzo cortante del pasador (b) el esfuerzo de apoyo en el pedal en C, (c) el esfuerzo de apoyo nominal en cada soporte en C.

1.22 Si se aplica una fuerza P de magnitud de 750kN al pedal mostrado, determinar (a) el diámetro del pasador en C para que el esfuerzo cortante promedio sea de 40 Mpa, (b) el esfuerzo de apoyo en el pedal C, (c) los esfuerzos de apoyo en cada soporte en C.

1.23 los pasadores B Y D tienen 5/16 pul de diámetro y trabajan a cortante simple; el pasador C tiene ¼ pul de diámetro y trabajan a cortante doble. Para la carga mostrada hallar (a) el esfuerzo cortante promedio en cada pasador , (b) los esfuerzos de apoyo en los soportes en C y D.
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1.24. dos sistemas idénticos de barras articuladas y cilindro hidráulico controlan la posición de los tenedores de un montacargas de horquilla. La carga soportada por el sistema mostrado es de 1500 lb. Sabiendo que el elemento del espesor del elemento BD es de 0.625 pul, determine (a) el corte promedio en el pasador de ½ pul de diámetro en B, (b) el esfuerzo de apoyo del elemento BD en B.

1.25 la carga axial P=240klb soportada por una columna W 10X49 es distribuida a una zapata de hormigón por medio de una placa cuadrada. Hallar el tamaño de la placa de base para que el esfuerzo de apoyo del hormigón sea de 750 lb/pul2
1.26 la carga P aplicada a una varilla de acero es distribuida a un soporte de madera por medio de una arandela cuyo diámetro interior es 1 pul y el exterior d. Sabiendo que el esfuerzo axial normal en la varilla es de 5klb/pul2   y que el esfuerzo de apoyo promedio entre la arandela y la madera no debe pasar 750 lb/pul2  determinar el diámetro de la arandela d.

1.27 la fuerza axial en la columna que soporta la viga de madera mostrada es P=75 kN. Determine el tamaño de la placa de apoyo para la cual el esfuerzo promedio de la madera sea de 3.0 Mpa.

1.28 una carga axial de 40 kN es aplicada a un poste corto de madera, soportando una zapata de hormigón que reposa en el suelo no perturbado. Hallar (a) el máximo esfuerzo de apoyo en la zapata de hormigón. (b) el tamaño de zapata para el esfuerzo de apoyo promedio sobre el suelo sea de 145 kPa.

UNIDAD  4

RELACIÓN DE POISSON Y DEFORMACIÓN LONGITUDINAL

INTRODUCCIÓN

En esta cuarta unidad se estudiaran las deformaciones volumétricas de materiales metálicos y las deformaciones longitudinales de un material metálico, dentro del limite elástico y fuera de él.

Consta de 1 objetivo de aprendizaje.  El alumno sea capaz de reconocer los conceptos relacionados con la relación de Poisson  y las deformaciones longitudinales.

	OBJETIVO Y CRITERIOS DE APRENDIZAJE
	

	1. - Que el alumno sea capaz de entender y aplicar los conceptos relacionados con la relación de Poisson y las deformaciones longitudinales.

1. –Deformaciones volumétricas y longitudinales.


	

	DEMOSTRACIÓN DE HABILIDADES PARCIALES (RESULTADO DE APRENDIZAJE)
	

	4.1  Deformación.
4.1.1 Deformación total.

4.1.2 Deformación unitaria.

4.2  Diagrama esfuerzo deformación.

4.3 Ley de Hook

4.4 Relación de Poisson 
	


UNIDAD  IV

RELACION DE POISSON Y DEFORMACION LONGITUDINAL

   En los capítulos anteriores, analizamos los esfuerzos producidos en varios elementos y conexiones por las fuerzas aplicadas a la estructura o a la maquina. También aprendimos a diseñar elementos y conexiones sencillas, de manera que resistieran las cargas especificadas. Otro aspecto importante del análisis y diseño de estructuras es el de las deformaciones causadas por las cargas aplicadas.

   Obviamente, es importante evitar deformaciones tan grandes que hagan inservible la estructura diseñada. Pero ocurre que el análisis de las deformaciones puede ayudarnos en la determinación de los esfuerzos.

CONCEPTOS DE DEFORMACION: 

  La deformación que también se conoce como deformación unitaria, se obtiene dividiendo la deformación total entre la longitud original de la barra. La deformación se denota con la letra griega minúscula (ε)
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  Puesto que el alargamiento y la longitud están expresados en las mismas unidades, la deformación normal ε que se obtiene del cociente es una cantidad dimensional. Por lo tanto se obtiene el mismo valor numérico en el sistema métrico o en el sistema ingles.

ELASTICIDAD:

  El concepto de elasticidad es importante en resistencia de materiales. Mucha gente tiene el falso concepto de que un cuerpo es elástico, si puede estirarse una gran distancia sin romperce, como en el caso de una banda de caucho. Sin embargo, esta no es la definición correcta usada en resistencia de materiales.

  Elasticidad es la propiedad que hace que un cuerpo que ha sido deformado regrese a su forma original después de que han removido las fuerzas deformadoras.

RELACIOPN ENTRE ESFUERZO Y DEFORMACION

  Ya han sido situadas dos de las definiciones mas importantes y básicas de la resistencia de materiales. De igual importancia es la relación entre estos términos.

  En el siglo diecisiete (1658), Robert Hooke publico un articulo en el que estableció que el esfuerzo es directamente proporcional a la deformación unitaria. Ester echo se conoce como Ley de Hooke. Matemáticamente puede expresase como σ α e, que significa por ejemplo que si una barra esta sujeta a una carga de tensión de 100 lb, se alargara una cierta cantidad. Si la carga se incrementa a 200 lb, la elongaciòn se duplicara.

  La proporción σ α e puede combinarse en una ecuación agregando la constante de proporcionalidad k. La ecuación puede entonces escribirse como σ = ke
  Esta constante de proporcionalidad fue calculada a principios del siglo diecinueve (1802) por Thomas Young, un científico ingles. Se conoce como el modulo de elasticidad, o modulo de Young. El modulo de elasticidad se ha determinado para los diversos materiales de ingeniería.

DIAGRAMA ESFUERZO DEFORMACION UNITARIA 

MODULO DE POISSON:

  Siempre que un cuerpo se somete a la acción de una fuerza, se deforma en la dirección de la fuerza. Este concepto, se discutió anteriormente. Sin embargo, siempre que se produce deformaciones en la dirección de la fuerza aplicada, también se producen deformaciones laterales. Las deformaciones laterales que se producen tienen una misma relación constante con las deformaciones axiales. Mientras que el material se mantenga dentro de le rango elástico de esfuerzos, esta relación es constante: 

[image: image198.png]M

B "

Fig. P4.16




  El termino μ se llama modulo de Poisson, en honor de S. D. Poisson, quien expreso este concepto en 1828. En general, el valor de μ para la mayoría de los materiales esta comprendido entre 0.25 y 0.35. El modulo de Poisson para el acero estructural es aproximadamente 0.25.

  Aunque las deformaciones laterales se producen en todos los cuerpos sometidos a  esfuerzos, generalmente no afectan los esfuerzos longitudinales. La única excepción se presenta cuando se impide que se efectúe libremente el movimiento lateral. Esto no es el caso en la mayoría de los diseños

  Un ensayo a tensión para un material, puede describirse sencillamente, como sigue. Se coloca una varilla redonda de diámetro conocido en una maquina de ensayo, tal como en la fig. 13.3. La máquina de ensayo ejerce una fuerza sobre esta probeta que puede medirse en cualquier tiempo durante el ensayo. Se adhiere a la probeta un extensometro, que es un instrumento para medir cambios de longitud con exactitud. Después se aplica a la probeta una carga de tensión que se va incrementando lentamente hasta que se presenta la fractura. A ciertos intervalos durante el ensayo, se hacen medidas simultáneas de la carga y la deformación, y a partir de estos datos se traza una gráfica de esfuerzos contra deformaciones unitarias.

  Al construir una gráfica, trazamos los valores de esfuerzo unitario (P/A) como las ordenadas y los valores correspondientes de las deformaciones unitarias (δ/L) como las abscisas. El resultado es una gráfica similar a la de la fig. 2.7, que es la gráfica típica para acero dulce. Un análisis cuidadoso de esta curva ilustra varias definiciones y propiedades importantes que debemos conocer cuando estudiamos resistencia de materiales.
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  La curva empieza en el origen y continúa como una línea recta hasta que llega a P. Más a delante se encuentra el punto y donde la curva disminuye su pendiente, se hace más horizontal e incluso puede bajar ligeramente. Después de continuar aproximadamente horizontal una cierta distancia, la curva tiende otra vez a subir hasta U, alcanzando así el punto F, donde ocurre la fractura.

  Cada uno de esos puntos, o segmentos de la curva, recibe un nombre. El punto P es el límite de proporcionalidad del material. Para un esfuerzo mayor que el esfuerzo en el límite de proporcionalidad (spl), ya no se cumple la Ley de Hooke. Es muy importante notar que cualquiera de las fórmulas que se han deducido o vayan a deducirce en este libro son validas solamente cuando el esfuerzo unitario en el material es menor que el esfuerzo en el límite de proporcionalidad. En diseño, el esfuerzo en el material se limita a valores menores que el límite de proporcionalidad. Si los esfuerzos exceden este valor, el esfuerzo ya no es proporcional a la deformación unitaria.

  Justamente después del límite de proporcionalidad, (en Y), la curva disminuye su pendiente y el material se deforma con muy poco o ningún aumento de la carga. El material fluye o se deforma plásticamente en ese punto. El esfuerzo para el cual comienza esta fluencia, se llama el esfuerzo en el punto de fluencia sy. Puede notarce que el limite que el límite de proporcionalidad y el punto de fluencia están muy próximos. Es difícil notar la diferencia entre los puntos, a menos que se hagan las medidas y los dibujos con mucha exactitud.

  Posteriormente, la curva incrementa su pendiente y alcanza su valor máximo en U. El esfuerzo correspondiente a este punto (su) se llama el esfuerzo ultimo del material, que es el máximo esfuerzo que el material es capas de soportar. Después la curva desciende hasta el punto F, donde ocurre la fractura.
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  Si se observara cuidadosamente la probeta durante el experimento, se notaría que mientras el espécimen se esta alargando, su diámetro también se esta reduciendo. Los valores del esfuerzo en el diagrama esfuerzo-deformación unitaria se obtuvieron usando el área real en los diversos  tiempos  a lo largo del ensayo. Esta es una práctica usual, y explica porque la curva desciende en vez de elevarse a partir del esfuerzo último, Hasta el punto de ruptura. Después de que se alcanza el esfuerzo último, y justamente antes de la fractura, el espécimen forma un cuello o acinturamiento en el lugar de la fractura. Por consiguiente, el esfuerzo real en este punto es considerablemente mayor que el valor mostrado en la curva. Para ilustrar la forma del cuello o acinturamiento se muestra en la fig. 2.8 un espécimen antes y después de la falla. 

  Cada día se hace más común el analizar los esfuerzos en el rango elástico o en el rango plástico con respecto a las diferentes teorías de diseño. El rango elástico de un material es el rango de esfuerzos, dentro del cual el material permanece elástico; es decir,  regresa a su forma original después de descargarlo. En el rango elástico, los esfuerzos son menores que el punto de fluencia. Cuando los esfuerzos exceden el punto de fluencia, tiene lugar un flujo plástico, y el material nuca vuelve a recuperar su forma original. Este rango de esfuerzos se llama rango plástico.
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   En el presente texto, se utiliza la letra griega minúscula ni (() para denotar el coeficiente de Poisson. Nótese que algunas referencias utilizan mi ((). 

  Los materiales metálicos más comúnmente usados tienen un coeficiente de Poisson con valor entre 0.25 y 0.35. para el concreto, varia ampliamente según el grado y el esfuerzo aplicados, pero generalmente cae entre 0.1 y 0.25. Los elastómeros y el caucho tienen un coeficiente de Poisson que llega a ser hasta de 0.50. En la tabla 1-5 se muestran valores aproximados del coeficiente de Poisson. 

DEFORMACION  POR CORTANTE

Las discusiones anteriores de deformación, describieron la deformación norma, por que esta es causada por el esfuerzo

de compresión o tensión normal, desarrollado en un miembro de  carga. Bajo la influencia del esfuerzo cortante se produce la deformación por cortante.

La figura 1-20 muestra el elemento de esfuerzo sujeto a fuerza cortante. La  acción cortante en las caras paralelas al elemento tienden a deformarlo angularmente, como se muestra de manera exagerada. El ángulo γ (gamma), medido en radianes, es la deformación por cortante. En los problemas prácticos se encuentran solo valores sumamente pequeños de deformación por cortante y, por consiguiente, las dimensiones del elemento solo se cambian levemente.
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   Ejemplo 2.01                                   Determinar la deformación de la varilla de acero ilustrada en la fig. 2.2 a bajo las cargas mostradas (E = 200 GPa).        

  Dividimos la varilla en las tres partes componentes de la fig. 2.21b y escribimos.
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    L1= L2= 0.300m              L3 = 0.400m         

    A1= A2= 600 X 10-6m     A3 = 200 X 10-6m

  Para hallar las fuerzas internas P1, P2, y P3, establecemos cortes en cada una de las partes componentes, dibujando en cada caso del diagrama de cuerpo libre de la porción de varilla situada a la derecha de cada corte (fig. 2.21c). Expresando el equilibrio de cada cuerpo libre, tenemos:

P1 = 400 kN = 400 X 103  N

   P2 = -100 kN = -100 X 103  N

P3 = 200 kN = 200 X 103  N

Reemplazando en la ec. (2.8) tenemos
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                                                                                        (=2.75  X 10-3  m = 2.75 mm
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La varilla BC de la fig. 2.20, que se utilizo para deducir la formula (2.7), y la varilla AD de al fig. 2.21 se discutió en le ejemplo 2.01, tenían ambas un extremo unido aun soporte fijo. en cada caso, por consiguiente, la deformación δ de la varilla era igual al desplazamiento de la varilla libre. sin embargo, cuando ambos extremos de una varilla se mueve, la deformación esta dada por el desplazamiento relativo de uno de los extremos respecto al otro. Consideremos, por ejemplo, el conjunto de la fig. 2.22a, que consta de tres varillas elásticas de longitud L , conectadas por un pasador rígido en A. si se aplica una carga P en B (fig.2.22b) cada una de las varillas se deformara. como las varillas AC y AC’ están unidas a soportes fijos en C y C’, su deformación común esta dada por el desplazamiento δA del punto A. por otra parte, como ambos extremos de AB se mueven, la deformación de AB esta medida por la diferencia entre loa desplazamientos δA y δB de los puntos A y B, es decir, por el desplazamiento relativo de B con respecto a  A. designando este desplazamiento relativo por δBA, tenemos 
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en donde A es el área de la sección transversal de la varilla AB y E, su módulo de elasticidad

PROBLEMA MODELO 2.1
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                                       La barra rígida BDE está soportada por dos barras articuladas AB y CD. La barra articulada AB está echa de aluminio (E = 70 GPa) y tiene una sección transversal de 500 mm²; la barra articulada CD es de acero (E = 200 GPa)

                                Con una área de la sección de 600 mm². Para la fuerza de 30 kN mostrada, hallar la deflexión (a) de B, (b) de D, (c) de E. 

Cuerpo libre: barra BDE
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+ ( ( MB = 0:   -(30 kN)(0.6 m) + FCD(0.2 m) = 0

                     FCD = +90 kN      FCD = 90 kN tracción

+  ( (MD = 0:   -(30 kN)(0.4 m) – FAB(0.2 

                     FAB = -60 k          FAB = 60 kN compresión

a. Deflexión de B. Puesto que la fuerza en AB es de tracción, tenemos que P = -60 kN
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El signo negativo indica una contracción de AB y, por lo tanto, una deflexión del extremo B hacia arriba

(B = 0.514 mm(   (
b. Deflexión de D. Puesto que en la barra CD, P = 90 kN, escribimos
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                                                                                                                 (D = 0.300 mm(   ( 

c. [image: image214.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

=

d

å

3

3

3

2

2

2

1

1

1

t

t

t

t

t

A

L

P

A

L

P

A

L

P

E

1

E

A

L

P

Deflexión de E. Designamos con B´ y D´ las opciones desplazadas de los puntos B y D. Como la barra [image: image215.wmf]AE
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BDE es rígida, los puntos B´, D´ y E´ estarán sobre una recta y escribimos:

                                                                                                                 x = 73.7mm [image: image216.png]@ ®
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PROBLEMAS

  2.1 Una varilla de control de acero, tiene 5.5 pies de largo y no debe dilatarse más de 0.04 pul cuando se aplique una tonelada de tracción. Sabiendo que E =  30 X 106 lb/plg2, hallar (a) el diámetro mínimo que se debe utilizar, (b) el esfuerzo normal que corresponde a esta carga.

  2.2 Se colocan dos marcas distantes 250 mm en una varilla de aluminio de 12 mm de diámetro. Al aplicar una carga axial de 6000 N, la longitud base inicial se convierte en 250.18 mm. Calcular el módulo de elasticidad del aluminio usado en la varilla.

  2.3 En la fabricación de una viga de hormigón pretensado se utiliza un alambre de acero de 5 mm de diámetro y 18 m de longitud. Se observa que el alambre se alarga 45 mm cuando se aplica una fuerza de tracción P. Sabiendo que E = 200 Gpa, calcular (a) la magnitud de la fuerza P, (b) el esfuerzo normal correspondiente, en el alambre.

  2.4 Una varilla de control de aluminio deba alargarse 0.08 pul cuando se le aplica una fuerza de tracción de 500 lb. Sabiendo que (adm =22 klb/pul2 y  E = 10 X 106  klb/plg2, hallar el diámetro mínimo y la longitud mínima que puede elegirse para la varilla.

  2.5 Se aplicará una carga de 9-kN (tracción) a un alambre de acero de 50 m de longitud (E=200 Gpa). Hallar el diámetro mínimo que puede utilizarse si el esfuerzo normal no puede pasar de 150 MPa ni el alargamiento de 25 mm.

  2.6 Un bloque de 10 pul de longitud y sección transversal de  1.8 pul por 1.6 pul debe soportar una carga axial centrada de compresión P. El material será bronce con E=14 X 106 lb/plg2. Hallar la carga máxima que puede aplicarse, si el esfuerzo normal no puede pasar de 18 klb/ pul2 y la disminución de longitud debe ser como máximo el 0.12% de la longitud original.

  2.7 Las dos partes de la varilla ABC son de acero con E = 30 X 106  klb/plg2. Sabiendo que P = 10 klb y Q = 35 klb, hallar la deflexión (a) del punto A, (b) del punto B.

  2.8 La varilla de acero ABC está sometida a una carga Q = 3000 lb dirigida hacia abajo y una fuerza variable P, dirigida hacia arriba. Suponiendo que E = 30 X 106, hallar (a) la magnitud de P necesaria ara que la deflexión de A sea cero, (b) la deflexión correspondiente

de B.    
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  2.9 La varilla de acero ABC, de 36 mm de diámetro y la varilla de latón CD, del mismo diámetro, están unidas en el punto C para formar la varilla de 7.50 m de longitud ABCD. Para la carga mostrada y despreciando el peso propio de la varilla, hallar la deflexión (a) del punto C, (b) del punto D.
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  2.10 La varilla ABCD está echa de una aleación de aluminio, con E = 70 GPa.       Para la carga mostrada y despreciando el peso propio de la varilla, hallar la deflexión (a) del punto B (b) del punto D.

  2.11 Un tubo de aluminio, de 1.20 m de longitud y 1100 mm2 de sección, descansa en un soporte fijo en A. La varilla de acero BC de 15 mm de diámetro cuelga de una barra rígida que descansa sobre el punto en B. Sabiendo que el módulo de elasticidad es de 200 GPa para el acero y de 70 GPa para el aluminio, hallar la deflexión de C cuando P = 60 kN.

  2.12 Se aplica una carga axial P = 15 klb en el extremo C de una varilla de acero ABC. Si E = 30 X 106, hallar el diámetro d de la porción BC para el cual la deflexión del punto C será de 0.05 pul.
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  2.13 Las dos partes de la varilla ABC están hechas de aluminio con E = 10 X 106  lb/plg2. Si el diámetro de la porción BC es de = 1.125 pul, hallar la fuerza máxima P que puede aplicarse si (adm = 24 klb/plg2 y una deflexión del punto C no debe pasar de 0.15 pul.
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UNIDAD  5

ESFUERZOS COMBINADOS

INTRODUCCIÓN

En esta quinta unidad se estudiaran los conceptos de los vectores con referencia al cero donde se desarrollan, causando diversos esfuerzos en el material. Y se calculara por medio del método  de la energía de distorsión, el esfuerzo normal equivalente.

Consta de 1 objetivo de aprendizaje.  El alumno sea capaz de reconocer los conceptos relacionados con los esfuerzos combinados y calcular elementos (flechas) sujetos a esfuerzos combinados.

	OBJETIVO Y CRITERIOS DE APRENDIZAJE
	

	1. - Que el alumno reconozca los conceptos relacionados con los esfuerzos combinados.

2. –calcular elementos (flechas) sujetos a esfuerzos combinados.

1. –Esfuerzos combinados en flechas.

	

	DEMOSTRACIÓN DE HABILIDADES PARCIALES (RESULTADO DE APRENDIZAJE)
	

	5.1 Conceptos generales de esfuerzos combinados.
5.1.1 Esfuerzo sobre planos oblicuos.

5.1.2 Determinación de esfuerzos sobre planos oblicuos.

5.2 Formulas generales para el esfuerzo en un punto.

5.2.1 Esfuerzos principales.

5.2.2 Esfuerzos cortantes máximos.

5.3 Circulo de Mohr.

5.4 Diseño de flechas sujetas a esfuerzos de flexión y cortante combinados.


	


ESFUERZOS COMBINADOS.

12.1 INTRODUCCION.

En los capítulos anteriores se ilustraron  varios ejemplos de esfuerzos combinados por su superposición. La figura 12.1 muestra un problema de este tipo. El esfuerzo en cualquier punto,  tal como el punto A, se calcula mediante s=+-P/A+-My/I.

Cuando se dice que se calcula el esfuerzo en un punto, la palabra “punto” generalmente se usa con la intención de significar un cubo muy pequeño de material cortado mediante secciones planas como se muestra en la figura 12.1 (a) y (b). El cubo se considera tan pequeño que podemos suponer que los esfuerzos sobre las caras están uniformemente distribuidos y no cambian significativamente de una cara a la otra.

Para indicar el tamaño diferencial del cubo, usamos la notación diferencial del calculo. Se espera que esta notación no representara mayores dificultades al estudiante que no ha tenido un conocimiento previo de calculo elemental. En esta rotación, un termino con una “d” antes de el, tal como dx, dy, dA, etc .indicará un valor infinitamente pequeño de esa cantidad. Esto es análogo  a las dimensiones “delta”, donde x, y, A, etc., se usan para significar valores muy pequeños de x, y,A,etc.
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Los métodos de superposición  descritos anterior fueron validos en problemas  tales como en la figura 12.1, debido a que los esfuerzos, como se indica sobre  el bloque de esfuerzos de la figura 12.1 (b), tenían la misma línea de acción. sin embargo, si se considera una flecha sujeta a un  par   y  a  una  fuerza  axial (fig. 12.2), vemos que la fuerza axial produce esfuerzos  normales s=P/A en cada punto,  y el par produce esfuerzos cortantes ss=T/J. Estos esfuerzos se muestran sobre los cubos elementales de la figura 12.2  (b)-(d). 
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Vemos que los esfuerzos cortante y normal no tienen la misma línea de acción  por consiguiente, la suma algebraica de los esfuerzos no es valida aquí. Se necesitan diferentes técnicas de adición para determinar los esfuerzos máximos que ocurren a partir de combinaciones de este tipo. 

Este capitulo explica los procedimientos para combinar estos esfuerzos.   los  métodos de solución , presentados  en la sección  12.8, son relativamente fáciles de  aplicar, y proporcionan soluciones rápidas a problemas difíciles. Sin embargo la presentación del material básico, necesariamente requiere  la solución de unos cuantos problemas laboriosos, para asegurar que las técnicas fundamentales  esta completamente entendidas.

12.2 ESFUERZOS SOBRE PLANOS OBLICUOS.

Si una barra, tal como la mostraba en la figura  12.3 (a), se corta a lo largo de una  sección  que no es perpendicular a su eje, existirán esfuerzos  sobre la superficie del corte para mantener en equilibrio el  cuerpo libre resultante. Como hay la posibilidad que exista esfuerzos normales como cortantes, ambos se muestran en la sección (fig.12.3)(b). El problema consiste en determinar la magnitud de estos esfuerzos  que actúan  sobre la sección oblicua. 
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Antes de investigar los esfuerzos  en un punto  situado  sobre la sección  oblicua mn de la fig. 12.3, considere los esfuerzos que actúan sobre las caras del bloque elemental de esfuerzos abcd. En este caso calcule los esfuerzos normales y los esfuerzos cortantes a   partir de s=P/A  y ss=T/J. Debe conocer la magnitud de estos esfuerzos antes  de que se pueda determinar los esfuerzos sobre los planos oblicuos.

Suponga que el bloque abcd se localiza en una posición tal que  el plano oblicuo mn pasara a través de la arista en a, como se indica en la figura

12.3(a) y (c).se deben determinarlos esfuerzos normal y cortante sN  y ss  sobre la superficie inclinada del bloque. Esto se  hace aislando un cuerpo libre de la cuña (fig. 12.3 d ).Esta cuña se mantiene en equilibrio mediante las fuerzas que actúan sobre sus superficies. Debido a que la cuña es de tamaño infinitesimal, se considera que estas fuerzas actúan en un punto, y solamente se usan las ecuaciones de equilibrio.


Fx =  

y

Fy = 

No actúa ningún par sobre la cuña.


Aunque se deben determinar los esfuerzos que actúan sobre la superficie, las ecuaciones de equilibrio se aplican solamente a las fuerzas que actúan sobre el cuerpo libre. Aunque tanto las fuerzas como los esfuerzos son cantidades vectoriales, no son la misma cosa. Los esfuerzos no solamente tienen magnitud y dirección, sino que también dependen del área sobre la cual actúan. Podemos convertir un esfuerzo en su fuerza correspondiente multiplicándolo por el área sobre la cual actúan. Podemos convertir un esfuerzo en su fuerza correspondiente multiplicándolo por el área sobre la cual actúa. El ejemplo numérico presentado el la sección siguiente ilustra este método de calculo.


Debemos recordar que los esfuerzos que se están calculando se considera que actúan en un punto particular sobre la superficie inclinada; No son los mismos sobre toda la sección inclinada. Para la sección siguiente no nos importa si estos esfuerzos son o no máximos. Estamos interesados solamente en la acción de estos esfuerzos y el método para calcularlos. Los esfuerzos máximos se calcularan en secciones posteriores.

12.3 DETERMINACION DE ESFUERZOS SOBRE UNA SECCION OBLICUA

El método para calcular los esfuerzos normal y cortante sobre una sección oblicua a través de un cuerpo es la técnica llamada de cuerpo libre.  El ejemplo 12.1 ilustra este procedimiento.
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Ejemplo 12.1. determinar los esfuerzos en el punto A sobre una sección oblicua cortada según un ángulo de 60º con respecto al eje del miembro mostrado en la figura 12.4 el punto A es un pequeño cubo sobre la superficie exterior de una flecha de 2 plg. De diámetro.

Solución: el esfuerzo normal sobre las curvas verticales ab y cd del punto A se calcula como:

S = P/A = 15,000/(/4)(2)2 = 4800 lb/plg2

El esfuerzo cortante sobe la superficie es:

Ss = Tc/J = 5000(1)/(/32)(2)4 = 3200 lb/plg2

Estos esfuerzos se muestran sobre un cubo elemental de la fig. 12.4 (c) . La sección a 60º con respecto al eje pasa a través de la arista superior a del cubo. Los esfuerzos s´N y s´s, mostrados sobe la cara inclinada de la cuña resultante de la fig. 12.4(d), son las cantidades que se deben calcular. La determinación de estos esfuerzos se hace mediante un análisis estático de las fuerzas sobe la cuña.
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Los esfuerzos deben convertirse en fuerzas. Para hacer esto, multiplique los esfuerzos por las áreas sobe las que actúan. Es mas conveniente considerar el área de la superficie inclinada de la cuña como dA, y las superficies de los otros dos lados como las fracciones correspondientes de dA. La fig. 12.5(a) y (b) muestra el área de la superficie, ae como dA, y las áreas de ab y be como dA sen 60º y dA  cos 60º, respectivamente.

       Los esfuerzos que actúan sobre estas áreas deben convertirse en las fuerzas correspondientes. Los resultados que se dan en la fig. 12.5(c), se calculan a continuación.

Superficie ae:  

                    P´N = s´N   d A                            P´s = s´s dA

Superficie ab: 

                  F1 = sxA = 4800(0.866 dA),         F1 = 4160 dA;

                 F2 = ssA = 3200(0.866 dA),         F2 = 2760 dA.

Superficie be:

                  F3 =SsA = 3200(0.500 dA),          F3 = 1600 dA

Las fuerzas mostradas en la fig. 12.5(c) se considera que son concurrentes pues la cuña es de tamaño infinitesimal. Solamente es necesario resolver las ecuaciones de equilibrio, Fx = 0 y FY =  0 para conocer las dos incógnitas sN y ss. Cuando se aplican estas ecuaciones, todas las fuerzas mostradas en la fig. 12.5 (c) pueden descomponerse en componentes horizontal y vertical. Aunque este es el tratamiento valido, las incógnitas  S´N   y  s´s. Aparecen en ambas ecuaciones, y por lo consiguiente seria necesario la solución de ecuaciones simultaneas. 

       Un criterio mas conveniente, particularmente relacionado con el material presentado en la sección 12.4, consiste en descomponer todas las fuerzas en sus componentes paralelos y perpendiculares a la superficie inclinada de la cuña, como se muestra en la fig. 12.5 (d) y (e). Después sumamos las fuerzas de esta dos direcciones y así se evita la necesidad de resolver ecuaciones simultaneas.

       A continuación se calcula las componentes de F1, F2, y F3 en la dirección paralela y perpendicular de la superficie inclinada, usando las fuerzas mostradas en la fig. 12.5 (d). Los resultados se muestran en la fig. 12.5 (e). 

Fuerza F1:

             F1  = F1 cos 60º = 4160 dA ( 0.500)

                 = 2080 dA;

            F1  = F1 sen 60º = 4160 dA (.0866)

                 = 3600 dA

Fuerza F2:

           F2   = F2 cos 30º = 2760 dA (0.866)

                  = 2390 dA;

            F2  = F2 sen 30 = 2760 dA (0.500)

                  =  1380 dA

Fuerza F3:

            F3  = F3 cos 60º  = 1600 dA (0.500)

                  = 800dA;

            F3  = F3  sen  60º = 1600 dA (0.866)

                   = 1380 dA.

Aplicando las ecuaciones de estática al cuerpo libre de la fig. 12.5 (e), tenemos:

F = 0:

s´N  dA - 3600 dA – 1380dA – 1380 dA = 0,

s´N  dA + 6360 dA;

F = 0:

s´s dA – 2390 dA +2080 dA + 800 dA = 0,

s´s dA = +190 dA.

Se determinan los esfuerzos dividiendo las fuerzas dadas por las ecuaciones (a) y (b) por el área dA. Los esfuerzos son, entonces:

S´N = +6360 lb/plg2         s´s = +190 lb/   plg2

El signo “mas” para el esfuerzo normal significa que el sentido supuesto del esfuerzo normal desconocido de la fig. 12.5 era el sentido correcto. El signo “ menos “ para el esfuerzo cortante significa que en la fig. 12.5, el sentido supuesto estaba incorrecto. El esfuerzo cortante realmente actúa hacia abajo del plano, en vez de hacia arriba, como se indica.

Problemas

12.1- 12.6 Las figuras P12.1 a P12.6 muestran bloques de esfuerzos en cuerpos sujetos tanto a esfuerzo normal como a esfuerzo cortante. Determinar los esfuerzos normal y cortante sobre los planos indicados.
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12.7 dada una flecha de 2 plg de diámetro (fig.P12.7),¿ cuales son los esfuerzos normal y cortante para un punto en la superficie exterior de la flecha según los ángulos de inclinación, de 75º y 60º con respecto al eje de la flecha?
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12.8 Determinar los esfuerzos normal y cortante en el punto A (fig. P12.8) según ángulos de inclinación  de 45º y 30º con respecto al eje de la flecha. El punto A  está en las fibras de la parte superior en el centro de la flecha.. Desperdicie el peso de la flecha y el de las poleas.
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12.4 FORMULAS GENERALES PARA EL  ESFUERZO EN UN PUNTO

El método anterior para calcular esfuerzos además de requerir de mucho tiempo, solamente determina los esfuerzos a un ángulo particular de inclinación. Sin embargo, se pueden deducir formulas generales para los esfuerzos normal y cortante en un punto sobre un plano el cual requiere inclinación deseada. La deducción emplea las mismas técnicas que las descritas en la sección 12.3

        Para obtener formulas que sean suficientemente generales para resolver todas las combinaciones posibles de esfuerzo plano, deducirán las formulas para los esfuerzos mostrados sobre  el cubo elemental de la figura 12.6 (a) . La cuña mostrada en la fig. 12.6(b) muestra las fuerzas que actúan sobre las superficies. Nuestra  tarea consiste  en deducir ecuaciones para SN Y S´S escribiendo las ecuaciones del equilibrio para el cuerpo libre.  Para poder sumar las fuerzas paralelas  y perpendiculares a la superficie inclinada se devén de descomponer las fuerzas  mostradas en la fig. 12.6(b) en sus componentes según esas direcciones .Estos componentes se muestran en la figura 12.6(c).

          A partir del diagrama de cuerpo libre de la fig. 12.6 (d), se tiene:
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Para obtener una expresión mas útil , sustitúyanse  las identidades trigonométricas
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En la  ec. (a) .Haciendo estas sustituciones y simplificando la expresión resultante se llega a:

            SX  +  SY             S X  -   SY
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VIGAS

Cuando un miembro relativamente esbelto soporta cargas que estan aplicadas

perpendicularmente a su eje longitudinal, esta parte se denomina: viga. Otra definicion frecuentemente
usada es la de que una viga es una barra que se flexiona bajo la aplicacién de cargas. Segun estas
definiciones , cualquier miembro, ya sea una parte de una miquina, o una trabe en un puente o un
edificio, que se flexiona bajo la aplicacién de las cargas, se llama viga. La figura 4.1 muestra ejemplos de
varios tipos de vigas cargadas.
Las vigas pueden clasificarse de varias maneras. Una forma de clasificarlas consiste en agruparlas en
vigas estaticamente determinadas y estaticamente indeterminadas. Se dice que una viga es estaticamente
determinada si todas sus reacciones exteriores pueden calcularse usando solamente ecuaciones de la
estatica. (ZFy=0, ZFy=0, ZM=0. ); es decir, que se desconocen solamente tres
componentes reactivas de sus apoyos. Para nuestro fin solo se estudiaran este tipo de vigas.

Las vigas tambien pueden clasificarse de acuerdo con sus condiciones de apoyo, como sigue:

a) Vigas simplemente apoyadas. Las reacciones de la viga ocurren en sus extremos, como en las figuras
41(a)y(d).

b) Vigas en voladizo . Un extremo de la viga esta fijo para impedir la rotacién, como en la figura 4.1 (b).
Este tipo de viga también se llama con un extremo empotrado, debido al apoyo.

¢) Vigas con voladizo . Uno o ambos extremos de la viga sobresalen de los apoyos, como en la figura

. 41(c).

d) Vigas continuas. Una viga estaticamente indeterminada que se extiende sobre tres o mas apoyos,
como en la figura 4.1 (e).

Una viga puede soportar una cualquiera, o una combinaci6n de estas cargas que son:

a) Sin carga. La misma viga se considera sin peso ( 0 al menos es muy pequefio comparado con las
demas fuerzas que se apliquen), como en la figura4.1 (a)y (d).

b) Carga concentrada. Una carga aplicada sobre una area relativamente pequefia (considerada aqui
como concentrada en un punto), como en la figura4.1 (a).

¢) Carga uniformemente distribuida. La carga esta igualmente distribuida sobre una porcién de la
longituid de una viga, como en la figra 4.1

d) Carga variable (generalmente distribuida).La carga varia en intensidad de un lugar a otro. L afig. 4.1
( ¢ ) muestra una carga variable distribuida uniformemente y que varia desde cero en el extremo
izquierdo hasta un valor de w Ib/pie en el extremo derecho.

€) Par. Esta es una torsion aplicada a una viga en alguna parte. La ﬁgura 4.1 (d)y el par de reaccién de
la figura 4.1 (b ) son ejemplos de este tipo de carga.

El objeto principal del estudio de las vigas es la.determinacion de los esfuerzos internos y de las
deflexiones causadas por las cargas aplicadas.Para calcular estas cantidades es necesario determinar los
momentos flexionantes interiores y lasd fuerzas cortantes en una viga.

FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLEXIONANTE




 S´N=                      +                       COS 2 ? -  SS  sen 2 ?                                           (12.1)

                   2                       2

analógicamente, las fuerzas paralelas al plano inclinado pueden sumarse, como se indica a continuación:

F II =  0:

S´S dA  -  sx dA sen ? cos ?- S´S dA cos2 ?

                                +SS dA sen2 ? +SY dA sen ? cos ?= 0 

S´S  = (SX –SY)   ( sen ? cos ?)  +SS  ( cos2 ?-sen2 ?)                               (b)

Nuevamente, haciendo las mismas sustituciones trigonométricas, simplificando la expresión  resultante:

                   SX  -  SY
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     S´S  =                        sen2 ? +SS cos 2 ?                                                                          (12.2)

                        2

Únese las esc. (12.1 ) y (12.2) para calcular los esfuerzos normal y cortante según cualquier ángulo de inclinación , sin embargo , se debe adoptar una convención de signos de manera que el signo algebraico de la respuesta  indique la clase de esfuerzo presente en la sección. La convención de signos para la ecs. (12.1) y (12.2)  considera los esfuerzos de tensión como positivos y los esfuerzos de compresión como negativos. Los esfuerzos cortantes en los sentidos mostrados en la fig. 12.6 (a) se considera que son positivos.

  De  acuerdo con esta convención , un valor positivo del esfuerzo normal indica que el esfuerzo es de tensión, como se indica mediante el sentido de  SN  en la fig. 12.6( b) y un resultado positivo para el esfuerzo cortante  indica que SS  tiene el sentido mostrado en la fig. 12.6(b)

Ejemplo 12.2  Determinar los esfuerzos normal y cortante en el punto A sobre la flecha descrita  en el  ejemplo 12.1 (únese las ecs.12.1 y 12.2)

Solución  Los esfuerzos en el punto a se muestran en la fig. 12.7 en este caso

            SX = + 4800 lb/plg2        Sy  = 0,

Y

               SS   =  -  3200 lb/plg2 
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‘rt‘e . lugares, y trazar una grafica tomando como ordenados estos valores a
se lo largo de la longitud de la viga.
ior Este método es mas laborioso que el procedimiento simplificado que
f el se presentar{l p()steri()rmente. Sin embarg(), es muy in‘lport:mte conocer
n de este procedimiento ya que es la base para encontrar las relaciones
o entre la carga, la fuerza cortante, y el momento flexionante.
W=
una
4.4 CONVENCION DE SIGNOS

La fig. 4.4 ilustra la convencién de signos que se usa comunmente al
trazar los valores positivos y negativos sobre las grificas de fuerzas cor-

C .

e tantes y momentos flexionantes.

- Si se corta una viga en una seccién y se permite el movimiento sola-
-

mente en la direccién vertical, la fuerza cortante es positiva si la sec-
cién de la izquierda tiende a moverse hacia arriba con respecto a la

M M

1) vy |
I i &= &

efec-

infinito Cortante positivo Cortante negativo Momento positivo Momento negativo
bras.. (0) (b) (c) (d)

e infe- .

Fig. 4.4





Pues los esfuerzos cortantes tienen el sentido opuesto al mostrado en la figura 12.6(a).El ángulo ? es de 30º  aplicando la ecs. (12.1) y (12.2), se tiene

           SX+ SY              SX  -   SY 
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seccién de la derecha. Por ejemplo, consideremos la viga mostrada en
la.fig. 4.5(a). Si se cortara la viga en la seccién a-a, la seccién de la iz-
quierda trataria de moverse hacia arriba con respecto a la seccién de
la derecha. Por definicién se considera que en esta seccién hay una
fuerza cortante positiva. En la seccién b-b ocurre justamente lo contra-
rio, y la fuerza cortante se considera, por definicién, negativa.

La convencién de signos para el momento flexionante estipula que
el momento es positivo cuando las fibras superiores estin en compre-
sion. La fig. 4.5 (a) ilustra un momento positivo, y la fig. 4.5 (b) ilustra
un momento negativo.

Estas convenciones de signos para Ia fuerza cortante y ¢l momento
flexionante son necesarias para trazar correctamente los diugrama's. En
la mayoria de los problemas el signo adecuado no es ficilmente discer-
nible. Por consiguiente, se desarrollardn reglas simples para la cons-
trucciéon adecuada de los diagramas. Generalmente es mas facil recor-
dar la definicién correcta del momento positivo y el negativo que la de
la fuerza cortante positiva y negativa. Por lo tanto se presenta en
la seccion siguiente, una técnica simple que permitiri determinar facil-
mente el signo de la fuerza cortante.

o

4.5 CONSTRUCCION DE DIAGRAMAS DE FUERZAS CORTANTES
Y MOMENTOS FLEXIONANTES '

El procedimiento general para la construccién de diagramas de fuerzas
cortantes 'y momentos flexionantes se ilustra mediante los tres ejemplos
siguientes. i ‘

Ejemplo 4.1 Dibujar ¢l diagrama de fuerzas cortantes v de momen.
tos Hexionantes de la viga mostrada en la fig. 4.6. Despreciar el peso de
la viga. o

Solucién. Por la estitica, las reacciones de la viga pueden determi-
narsecomo R = 6 k yR =4k

Diagrama de fuerzas cortantes. Se corta la viga en una seeeion a-a entre
Ry P, a una distancia x, de Ry. Los diagramas de cuerpo libre de
las secciones izquierda y derecha se muestran en la fig. 1.7. Se puede
alcular la fuerza cortante V usando cualquier seccién de la viga, pero
es mas conveniente usar la seccién izquierda ya que ve que hay menor
numero de fuerzas por considerar.




[image: image250.png]3
it
i
2

4.5 DIAGRAMAS DE FUERZAS CORTANTES Y MOMENTOS FLEXIONANTES 9

Segin la fig. 4.7(a).
SFy =0, Vo= Ry = 0.

Por consiguiente, a cualquier distancia de I?;. hasta ry = 4 pies, la
[uerza cortante es de 6 k. De acuerdo con Ta convencion de signos de
fa seccion 4.4, fa fuerza cortante en esta seccién es positiva.

Para una distancia entre 4 pies y 10 pies, la viga debe cortarse en
una seccién b-b, a una distancia r; de I};,. Podria considerarse cual-
quier seccidn, pero otra vez se usara la seccién izquierda mostrada en
la fig. 48. Ya que V y M son los valores desconocidos (que se van a
determinar), puede suponerse que actian en cualquier direccién. Si se
comete un error en ¢l sentido supuesto de cmllquiem de estas cantida-
des, se evidenciari mediante el signo menos que aparece en la respues-
ta. En este caso, es obvio que V puede escogerse en la direccién inco-
rrecta, pero la razén para esto se ilustrard mas claramente a continua-
cion.

Refiriéndose a la fig. 4.8, se puede caleular Ta fuerza cortante interna
como:

Sy = 0 Vo 10— 6= 0, Vo 1,

El SIZHO MCNos indica que se escogid incorrectamente ¢l sentido para
V; V realmente actiia hacia arriba, y por tanto la seccion izquierda
tiende a moverse hacia abajo con respecto a la seccion derecha. De
acuerdo con el convenio de la seccion 4.4 esta situacion coincide con
la definicion de fuerza cortante negativa. Por consiguiente, se cumpliri
automaticamente la convencion adecuada’ de los signos de la fuerza
cortante, si dicha {uerza cortante se traza en el diagrama de cuerpo
libre, siempre con sentido positivo (es decir, hacia abajo sobre la sec-
cién izquierda y hacia arriba sobre la seccién derecha, como en la fig.
4.7). Un signo algebraico negativo indicari entonces una fuerza cortan-
te negativa.

A continuacién se muestra una tabla con distancias en pies a partir
de Ry, y las fuerzas cortantes V correspondientes. Como el diagrama
de fuerzas cortantes es una grafica de Vocontra la distancia correspon-
diente en Ta viga, esta tabla dd os puntos que se trazaron en el diagra-
ma de fuerzas cortantes (fig. 1.9).

Distancia a partir
de R} pics 0" 0ot 1234 gt 5 6 7 8 9 10— 1ot

ggl?tme yo 0 6 6666 L  —f —1 =1 b —1 1 0

LS,

1
-6 4. v
*2

Fig. 1.8

6k 14k
+6 +6
VO -

‘ ~q b= Jna

Fig. 1.9




SN =                        +                           COS 2 ? – SS sen 2 ?

2 2
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Diagrama de momentos. El procedimiento para trazar el diagrama de
momentos es semejante al que se discutié anteriormente. Como se re-
quieren los valores de los momentos, deben calcularse los momentos
en varios puntos a lo largo de la viga. Para obtener una expresién para
el momento entre 0 pies y 4 pies, se corta otra vez Ia viga en la seccién
@-a, y se toman momentos con respecto al corte.

M. 0: M — 6z, = 0,
M = 6z, 0 < 2y < 4 pies

Para calcular M, podemos tomar momentos con respecto a cualquiér
punto sobre el cuerpo libre. Sin embargo, para simplificar el procedi-
miento, y para asegurarse de que cualquier posible error en el cilculo
de V no se transmite a los calculos, es buena practica tomar momentos
siempre con respecto al punto donde se corta la viga. De esta manera,
el brazo de palanca de V es cero, y no entra en los calculos, "

Para calcular los momentos correspondientes al segmento de viga
comprendido entre 4 pies y 10 pies, la viga se corta en la seccién b-b
(fig. 4.8), y se toman momentos con respecto al corte,

ijcorte= 0:
]‘1 + 10(.'1'2 - 4) — 61‘2 = 0,
M= 6.2‘2 — 10(1‘2 — 4), ’l'pies< 2 < 10 pies

Usando las expresiones que se han deducido para los momentos co-
rrespondientes a las distancias x y x |, podemos preparar una tabla de
momentos contra distancias a lo largo de la viga. Con estos valores se
obtiene el diagrama de momentos de Ia fig. 4.10. Como las fibras supe-
riores estin en compresién a lo largo de toda Ia longitud de la viga,
todos los momentos son positivos.

Distancia a partir
de Rj, pies 0 1 2 3 4 5 6

Momento M 0 6 12 18 24 20 16 12

En este ejemplo solamente se usaron las secciones izquierdas de Ia
viga en los diagramas de cuerpo libre. Sin embargo, podia haberse usa-

o cualquier lado y se obtendrian los mismos resultados. Algunas veces
‘es mas conveniente usar la seccién derecha. Sin embargo, para obtener
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los signos algebraicos adecuados, debe tenerse cuidado en mostrar a
Vy M en el sentido positivo. ' w = 4 k/ pie

Ejemplo 4.2 Dibujar los diagramas de fuerzas cortantes y momen-
| tos de la viga mostrada en la fig. 4.11.

Solucién. En este caso, si se corta la viga en la seccién a-g, el dia- {a)
grama de cuerpo libre de la porcién izquierda (fig. 4.11c) sera tipico
para cualquier seccién de la viga.

Diagrama de fuerzas cortantes. La fuerza cortante en la viga se obtiene
efectuando la suma de las fuerzas verticales sobre el cuerpo libre. Asi,

XFy = 0: V -+ 4z — 16 = 0, V =16 — 4zx. R=16 k

: A continuacién se muestra una tabla con las distancias x medidas
| a partir de Rpy las fuerzas cortantes correspondientes. El diagrama
de fuerzas cortantes correspondientes se muestra en la fig. 4.12.

Distancia a parlir
de Ry, pies 0 ot 1 2 3 4 5 6 7 8 8*

fgr%raz:teV 0 16 12 8 4 0 —4 -8 —12 —16 0

Diagrama de momentos. El momento en la seccién a-a se obtiene su-
mando los momentos de todas las fuerzas con respecto al corte en el
diagrama de cuerpo libre de la fig. 4.11(c). La fuerza resultante de la
carga distribuida es wx y se supone actuando en el centro de gravedad

de la porcién cargada, que esta a x/2 pies a partir del corte. Asi, 16 k

16k

+i6
M, .= 0:
Z cort. V O

M + (wx)(x/2) — (Ru)(@) =0, ) \l
| -16

M = Rz — wx?/2 = 16z — 2z*.

32 pies-k
A continuacién se muestra una tabla con los valores de los momentos /-_\
flexionantes correspondientes y a las distancias x medidas a partir de M 0
R, El diagrama de momentos correspondiente al trazo de estos valores
semuestra en la fig. 4.12. Fig. 4.12

i




     =     4800 + 0              +           4800 – 0      cos60º - (- 3200) sen 60º

                    2                                   2

     = +  6360  lb/plg2 

                  SX    -    SY  
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Distancia a partir
de Rj, pies 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Momento M 0 14 24 30 32 30 24 14 0

Ejemplo 4.3. Dibujar el diagrama de fuerzas cortantes y de momen-
tos flexionantes para la viga mostrada en la fig. 4.13.

Solucién. Este problema es similar al ejemplo 4.2 en que un diagra-
ma de cuerpo libre de la porcién izquierda, en la seccién a-a es tipico
para toda la viga. La solucién sera esencialmente la misma que la del
ejemplo 4.2. La principal diferencia es que la carga varia a lo largo
del claro. La magnitud de la carga en cualquier posicién x puede obte-
nerse a partir de los tridngulos semejantes de la fig. 4.13(b):

w w'

ey w o= w z s w = %y
L =z L o

Diagrama de fuefzas cortantes. Una expresién para la fuerza cortante
en cualquier seccién a-a en el diagrama de cuerpo libre de Ia fig. 4.13(c)

ZFv=0: V—RL—}—%w’x:O,
V=6 — 3@
= 6 — 2r2

Los valores de la fuerza cortante en cualquier punto x pueden deter-
minarse entonces, como se muestra en la tabla que sigue. El diagrama
de fuerzas cortantes e muestra en la fig. 4.14

Fuerza

Distancia a partir de R; Fuerza Distancia a partir de Ry

pies cortante V' pies cortante V'
0 0 5 0.44
o+ 6 6 -—2.00
1 5.78 7 —4.90
2 5.11 8 —8.24
3 4.00 9—- —12.00
4 2.44 9t 0

Diagrama de momentos. El diagrama de momentos se obtiene suman-
do los momentos de todas las fuerzas sobre el cuerpo libre de la fig.




SS     =                           sen 2 ? + SS cos 2 ?

                  2

=(4800-0/2) sen 60º+ (-3200) cos 60º

= + 490 lb/plg2

Estos son los mismos resultados obtenidos en el ejemplo 12.1.

PRBLEMAS

Usando las ecs. (12.1) y  (12.2) resolver los siguientes problemas:

12.9 problema 12.1                    12.10 problema 12.2

12.11 problema 12.3                  12.12 problema 12.4

12.13 problema  12.5                 12.14 problema 12.6

1215 problema 12.7                   12.16 problema 12.8

12.5 ESFURZOS PRINCIPALES

Los esfuerzos en un punto situado sobre un plano inclinado según un ángulo  se puede calcular a partir de las ecs. (12.1) y (12.2). Sin embargo, no se sabe si los esfuerzos calculados mediante estas ecuaciones para cualquier ángulo particular son los esfuerzos máximos o mínimos posibles. Los esfuerzos máximos y mínimos en un punto se llama los esfuerzos principales, y es importante para el proyectista poder calcular estos esfuerzos principales.

Un método para obtener los esfuerzos principales para un problema dado, es representar gráficamente los valores del esfuerzo a partir de la ec. (12.1), con los valores correspondientes de . Si esto se hace, se obtendría una gráfica semejante a la mostrada en la fig. 12.8. Las coordenadas de los esfuerzos principales en A y B podrían entonces obtenerse gráficamente. Sin embargo, este método es muy laborioso y debe repetirse para cada combinación numérica de los esfuerzos que surja. 

Por consiguiente, es mas conveniente obtener formulas generales para los esfuerzos principales. Esto puede hacerse esencialmente mediante el mismo procedimiento que se describió anteriormente.

La pendiente de la gráfica de una ecuación en cualquier punto es la pendiente de la tangente a la curva en ese punto. Según el calculo elemental, la pendiente de una curva continua as la primera derivada de la ecuación de la curva. Para la ec.  (12.1), la primera derivada es ds’N /d. En la fig. 12.8 se ve que la pendiente de la curva en el punto

Donde se presenta el esfuerzo principal es cero (horizontal). Por consiguiente se obtiene una ecuación general para los esfuerzos principales resolviendo un problema de máximos y mínimos, tal como el descrito anteriormente. Esto es deriva la ec (1w.1) y se iguala la derivada a cero. Los valores de  para esa pendiente  (cero) serán los valores  de  correspondientes a los esfuerzos principales.

La resolución matemática se muestra a continuación:
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4.13(c), con respecto al corte. La fuerza resultante de la carga distribui-
da es ' w'x, y esta concentrada en el centro de gmvedad de la carga
distribuida, que esta a Y3 x a partir del corte:

2 M= 0 M — Rpx + (Gw'a)(37) = 0,
M = 62 — 4(§0)(1)(x)
= Or — "22713'

A continuacidon se muestra una tabla con las distancias x a partir de
Ry y los momentos corresp(mdientes. El diagrama de momentos cO-
rrespondiente a estos valores se muestra en la fig. 4.14.

Distancia a partir
de RJ, pies 0 ] 2 3 4 5 6 7 8 9

Momento M 0 69 114 160 193 208 200 16.6 10,0 0

Se han trazado diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexio-
nantes para cada tipo de carga que puede uplicarse a una viga (excepto
pares, (ue se tratan en la seccion 4.10). Generalinente a una viga se
aplica una combinacion de dos 0 mas de esas cargas, como es el caso
del Problema Ilustrativo 4.1. Cuando esto sucede, los pasos para Ia
construccion de los diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexio-
nantes son:

1) Calcilese las reacciones por estatica.

9) Tracese un diagrama de cuerpo libre de toda la viga dejando sufi-
ciente espacio directamente debajo de él, para dibujar los diagramas
de fuerzas cortantes, y momentos flexionantes.

3) Cortese la viga en cualquier seccion donde exista un tipo diferente
de carga y tricese un diagrama de cuerpo libre de la seccién corres-
pon(liente.

4) Se escriben las ecuaciones para la fuerza cortante y el momento
flexionante a partir de los diagramas de cuerpo libre y se trazan estas
ecuaciones sobre los diagramas correspondientes de Vo M.

En ¢! Problema Iustrativo 4.1 se usan estos pasos en la construccion
de los diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionantes. Aunque
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este procedimiento requiere algin tiempo, se considera que un conoci-
miento mas profundo en estitica basica hara que los métodos mis efica-

ces para construir estos diagramas (que se explicardn posteriormente)
se comprendan mejor.
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simplificando esta expresion, obtenemos

la ec (12.3) da los valores de 2 (con diferencia de 180 grados), correspondientes a los puntos A y B de la fig. 12.8. Esto significa que las superficies  oblicuas sobre las cuales ocurren  los esfuerzos máximo y mínimo principales , se localizan con un diferencia  en   de 90 grados. Esto se discutirá  en forma mas completa en la sección 12.7.

si se sustituyen los valores  de 2 de la ecuación (12.3) en la ecuación (12.1),  se obtiene un formula  para los esfuerzos normales principales . los resultados finales  (se los pasos algebraicos  intermedios) para los esfuerzos principales  se dan mediante las ecuaciones (12.4 a) y (12.4b):
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4.6 DIAGRAMAS DE FUERZAS CORTANTES v MOMENTOS
FLEXIONANTES: RELACIONES IMPORTANTES - @ O

El muy leido método para dibujar diagramas de fuerzas cortantes y irio-

- mentos flexionantes discutido en la seccién 4.5 es fdemasiag‘iyo'fé.l}g'p-

rroso en la préctica real; métodos bdsicos de estitica

\ v ra calcular la fueyza cortdrite’

to particular. Generalmente

nte maxima y el momento ﬂéxib-
eral de los didgramas;

uiente. f i
as de la carga, fuerza cortante,
3 reproducidos en la fig. 4.15. Es-

adicionales discutidas en la seccién sig
Revisense nuevamente los diagram

momento de los ejeniplos 4.1, 4.9 y 4.

ta figura muestra los cuatro. posibles tipos de carga (exceptuando,
otra vez, los pares). Cualquier viga tendrd’ unas o una combinacién de .
estas cargas. Considérese cada uno de los tipos de carga y su efetto
sobre los diagramas de fuerzas cortantes y momentos. Las relacioqjes

1 (. :1‘ "
. ) i j
a) Sin carga. Diagrama de'fuerzas cortantes: linea recta horiz‘qnfé:l;
diagrama de momentos: linea recta inclinada.

A aid





[image: image260.png]



Ejemplo 12.3 determinar los esfuerzos principales en la flecha del acero mostrado en la figura 12.9. la flecha tiene un diámetro de 3 in. Las poleas pesan 250 lb cada una y las tensiones  en las bandas se muestran en la figura. Las chumaceras en los extremos  permiten rotación suficiente de modo que los apoyos extremos pueden considerarse como articulados. Despréciese el peso de la flecha.

Solucion la flecha esta sujeta tanto a esfuerzos de flexión  como de torsión .

Los esfuerzos flexionentes s=Mc/I son máximos en las fibras de la parte superior e inferior de la flecha. Los esfuerzos de torsión  S s =Tc/J son los máximos en las fibras del anillo exterior extremo esto significa que los valores máximos  de sN y Ns  ocurren simultáneamente en los puntos a y b de la seccio0n transversal  mostrada en la figura 12.9 (b). Los bloques de esfuerzos correspondientes a esos puntos se muestran en la figura 12.9©.

Los esfuerzos flexionantes en a y b se pueden calcular como:

[image: image261.png]- cada valor de la carga, y el cambig es la maghitud dé la carga. ~ <2
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3) Considere el valor y direccién de la fuerza tis alejada hacia la

izquierdd: No importa si &s una reaccién o una carga aplicada. 1} - ih

‘ O T R T

4) Dibuje la magnitud y direccién de esta fuerza en L = 0, sobre
el diagtama de fuetrzas cortantes.’ v o e

: v !
[ PR e

it

' PR

5) Contintie a partir de este plinto y ‘trate las péndientad génerales
del diagrama de fierzas cortantes, calculando los valores de la fuerza
cortante en tada uno de 10 ptintos donde eambia 1d'targa; Debe hotar-
se que si sobrh la ctitva de la fiiersa ¢ortante, hay'tina tdYgh' coricentra
da de 10 k, la longitud de la recta vertical es 10 k81 Hay utia ‘carga
uniforiemente distribuida dé 2 kipie, la pendiente del"diagraria ‘de

fuerzas cortantes es 2 kple, ete. Si la'fuerza cottants infeial'és Positiva,
el diagraitia‘de moitientos se iticlinatd inicialmente haci atribi'y a‘la
derecha; si' es'negativa; el diagr‘mna“cl_le momeéntos ‘se {fﬁélfﬁﬁi‘é i‘ﬂiéiali
mente hacid abajo y'a la derecha. La forma de ld ciurva’ depende ‘de
la carga, como se explied en la secciorid8 © i R
6) Después de que se ha completado el diagrama de fuerzas cortan-
tes, se dibuja el diagrama de momentos. Si no hay un par en el extremo
izquierdo, el diagrama de momentos comenzara en céro. A partir de
este punto puede eshozarseld" forma “de los ségmentos ‘el ‘diagraima
de momentos, dependiendo del tipo de carga aplicada a la viga. En
las secciones donde la fuerza’ cortante es positiva, el diagrama de mo:
mentos tendrd'una pendiente positiva (es decir, hacia artibasy'u la de:

- recha); s lu fuerza cortante es negativa, la pendiente del diagrama de
fuerzas cortantes es negativa. Nétese: que cada vez que el diagrama de
momentos pasa por céro, el diagrama de momentos tendra un maximo,

' T T el R R AR Y

7) Calcular los valores del momerits méximo meédiante el método del
cuerpdlibre o el procedimiento discutido en la seccion 4.9, &5+ i+
" Para aclardt este rocedimieénto, se ha resuelto i problenia ton utiu
explicacién ‘détallaga de 'los pasos ‘tequeridos. Tanibién sé incluyen
ejemplos adictonales qie aclarin mas las reldéionss entr'e’ la carga, la
fuerza cortante, y el momento flexionante. A REUNAR

~Lds diagramas del ejemplo s continiacién se'Han trazhdo déscuetdo
con el procedimiento’ anteriot; Notese especialenté ld forma‘de lay
curvas y el efecto de las cargas sobre ellas. Un estudio de los ejemplos
también conditcirs a lhékéigﬁié‘)hgégs‘; observaciones: ' |7 it

.
N R TIREEE S

a) Los valores sobre el didgrama de fuerzas cortantes cambian phtd

e
i





La ecuación(12.4) puede aplicarse tanto en el bloque a como al b. Los resultados serán numéricamente iguales, pero se signos contrarios .

Considere los esfuerzos sobre el punto a:

fig(12.4)

problemas

12.17 calcular los esfuerzos principales en la flecha del ejemplo 12.1

12.18Calcular los esfuerzos principales en la flecha del problema 12.8

12.19Calcular los esfuerzos principales en la flecha del problema 12.7

12.20 Determinar los esfuerzos principales de los puntos A y B de la viga 14 w=30 mostrada en la figura. P12.20

12.21 Determinar los esfuerzos  principales  en los puntos A y  B de la viga 21 WF 62 mostrada en la figura P12.21

12.22  Determinar la posición y la mitad de los esfuerzos principales en la flecha maciza de acero de 2 in mostrada en la figura P12.22. El disco pesa 100 lb.
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12.23 Determinar la localización  y la magnitud de los esfuerzos principales en la flecha mostrada en la figura P12.23. La flecha tiene un diámetro exterior de 4 in y un diámetro interior de 2 in . Las poleas pesan 120 lb cada una.
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 Fig. P12.23

12.6 ESFUERZOS CORTANTES MAXIMOS

en la sección 12.5 se dio un procedimiento para determinar el ángulo para el cual ocurren los esfuerzos cortantes máximos determina de la misma manera; es decir se deriva la ecuación general para el esfuerzo cortante en un punto (ec.12.2), y la derivada se iguala a cero. La solución de la ecuación  que resulta da los ángulos para los cuales  ocurren  los esfuerzos cortantes máximo y mínimo. Así:

fig(12.2

resolviendo la ecuación, tenemos

fig.(12.59

la ec. (12.5) da dos valores de 2 que tienen una diferencia  de 180 grados esto significa que la s secciones  planas sobre la que ocurren los esfuerzos cortantes  difieren de un ángulo, = 90 grados. Como la ec. ¡2.5 es la reciproca negativa de la ecuación  (12 3), los valores correspondientes de 2  obtenidos a partir de la ecuación (12.5) se sustituyen en la ecuación (12.29), se obtiene una formula para los esfuerzos cortantes. Máximos. Nuevamente, omitiendo los pasos algebraicos involucrados, se llega al resultado:

Fig. 12.6

Ejemplo 12.4. Determinar el esfuerzo cortante máximo en la flecha del ejemplo 12.3.

Solución: :En el ejemplo 12.3 los valores máximos  de Ss y SX se presentaron  en los puntos a y b. Nuevamente, cualquiera de esos puntos podía usarse, pues la magnitud de los esfuerzos es la misma. Aplicando la ecuación (12.6) a los esfuerzos en le punto a, se tiene:

PROBELMAS

12.24 Determinar los esfuerzos cortantes máximos que ocurren en la flecha del ejemplo 12.1

12.25 Determinar los esfuerzos cortantes máximos en la flecha del problema 12.7

12 .26 Determinar los esfuerzos cortantes máximos en la flecha del problema 12.8

12.27 Determinar los esfuerzos cortantes máximos en los puntos A y B de la viga del problema 12.21

12.28 determinar los esfuerzos cortantes máximos en los puntos  A y B de la viga del problema 12.20

12.29 Determinar la localización  y la magnitud de os esfuerzos cortantes máximos en la flecha del problema 12.23

12.30 Determinar la localización  y la magnitud de los esfuerzos cortantes máximos en la flecha del problema 12.22

   Paginas

CIRCULO DE MOHR   

Las ecuaciones presentadas en las secciones 12.5 y 12.6 pueden usarse para determinar los esfuerzos principales normal y cortante, en un punto. Sin embargo, este no es el método mas fácil o mas conveniente para calcular  estos valores. Un método entero mucho mejor consiste en usar la solución semigráfica ideada por el profesor Otto Mohr, en Alemania alrededor de 1882, que presenta gráficamente las formulas dadas en las secciones anteriores de este capitulo


Las ecs. (12.1) y (12.2) presentan la ecuación de un circulo. Cuando se traza un par de ejes coordenados y se sitúan los valores de S’N y S’S   que corresponden a un valor de , las coordenadas corresponderán a un punto que queda situado sobre la circunferencia de un circulo. Esta propiedad de las ecuaciones hace mucho mas fácil resolver problemas relativos a esfuerzos normales y cortantes.


Para construir un diagrama de circulo de Mohr que sirva para la solución de problemas sobre esfuerzos combinados, normal y cortante, tal como el que se muestra en la fig. 12.10, se usa el siguiente procedimiento:

2)   Se traza un par de ejes coordenados tomando a SN  como eje de las abscisas y a SS  como eje de las coordenadas.

3)  Se trazan los valores de SS  y SN correspondientes a dos superficies mutuamente perpendiculares del cubo elemental, tales como las caras
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w=3 k/ pie

Para cargas concentradas o combinaciones de ¢
g concentrada esta en el punto donde |
signo, es posible determinar la posicién

l peccion. Sin embargo, enel ¢
(a) Rp=8 k debemos localizarlo por dale
+6 a continuacidn.

argas donde una cir-
a fuerza cortante cambia de
de este punto simple por ins-
aso de cargas distribuidas, generalmente
ulo. El procedimiento general se explica

- 1) Localizar por inspeccién la posicién aproximada donde la fuerza
}__J“,J 8 -8 es ceroen la viga, (es decir, “en algin lugar” entre ciertas cargas).
-

:“’) 2) Escribir una ex

presion para la fuerza cortante para la posicién
anterior.
M O[\

3) La expresion para V del paso 2 se iguala a cero.
{c) .. :
w . . . 1
E 4) M 4) Resolver la ec. para encontrar la distancia del origen. i
4 X ‘ Este procedimiento se usa en log tres cjemplos siguientes.
16— >y '

Fig. 4.23 (d) Ejemplo 4.11. Determinar Ia localizacién del

punto de momento mixi-
mo en la viga mostrada en Ia fig. 4.23.

Solucién. Calculense lag reacciones:

XMy, =0: Rp(12) = (3)(8)(4), Re — 8k '
2 Mg, = 0: RL(12) = (3)(8)(8), Ri = 16k, -

Se observa que el diagrama de fuerzas cortantes corta al eje cero en

un punto a una distancia ¥ de R, en algin lugar entre x = ¢ yx =
8. Del diagrama de cuerpo libre, fig. 4.23 (d),

TFy = (: V=16 — wx.
Ya que.V = (0 en7, tenemos

0=16 — (3)z, Z == 5.33 pies |
El momento maximo ocurre a 5.33 pies de R,

Ejempio 4.12. Determinar la localizacién del
la viga mostrada en la fig. 4.24.

momento maximo para





FIG. 12.10

cd y ac de la fig. 12.10(a), obteniendo dos puntos de  la periferia del circulo. De acuerdo con la convención de signos, los esfuerzos de tensión son positivos y los esfuerzos de compresión, son negativos. Los esfuerzos cortantes que tienden a hacer girar al bloque en  sentido de las manecillas del reloj, tales como los de las caras ab y cd, se consideran positivos, mientras que los esfuerzos cortantes que tienden a hacer girar el bloque en el sentido contrario de las manecillas del reloj, tales como las caras ac y bd, se consideran negativos.

En el circulo de la fig. 12.10(b), el punto V con coordenadas (+ SX ,  + SS),

Y el punto H con coordenadas (+ SY,  + SS)son los puntos que se trazan.

4) Se traza la línea recta HCV que une estos  dos puntos. Esta recta es el diámetro del circulo cuyo centro es el punto C.

5) Se completa el circulo tomando como centro al punto C y como radio CV.

Las coordenadas de cualquier punto sobre la circunferencia de este circulo representan los esfuerzos normal y cortante correspondientes sobre un plano oblicuo inclinado según un ángulo igual a la mitad del mostrado sobre el circulo de Mohr. Se ve que los esfuerzos principales corresponden a los puntos A y B sobre el circulo, y el esfuerzo cortante máximo es la longitud del radio del circulo.


El uso del circulo de Mohr es un método rápido conveniente para calcular cantidades tales como esfuerzos principales, esfuerzos cortantes máximos y ángulos de inclinación de los planos sobre los que estos esfuerzos ocurren. El esquema puede hacerse a mano libre, pues estamos principalmente interesados en las coordenadas del punto C y el radio del circulo, que se determina mediante el uso del teorema de Pitágoras aplicado al triángulo CFV de la fig. 12.10(b). Los ejemplos siguientes ilustran algunos de los usos de este diagrama.

Ejemplo 12.5 Determinar los esfuerzos principales, el esfuerzo cortante máximo, y el ángulo de inclinación necesario para obtener estos esfuerzos, para la flecha del ejemplo 12.1 El bloque de estos esfuerzos se ilustra en la fig. 12.11.

Solución. Los puntos V y H se trazan como se indica, y el circulo se traza con centro en C. Las coordenadas del punto C son C(2400, 0). Las distancia OB da el esfuerzo principal OB da el esfuerzo principal máximo, que se obtiene como:
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4.8
Solucién
Y Mg, = 0: Rz(10) = (2)(2) + (3)(A0)(5),
B Rp = 154k
. Y My, = 0: R,(10) = 2(8) + (3)10)(5),
j RL = 16.6 k.
3
» Del diagrama de cuerpo libre, fig. 4.24 (d),
| f SRy = 0: V= 166 — 2 — 3u

= 14.6 — 3.

HaciendoV = 0, tenemos
0 = 1d.6 — 3T, e = 14.6/3
== 1.87 pies a partir de RJ

Ejemplo 4.13. Determinar el momento maximo para la viga mostrada

en la fig. 4.25.

Solucion

ZIV[RL = 0 1{13(12) - %(6)(1)(‘1) = 0, HR = 4 k;
My, = 0 R(12) — $(O)HB) = By = 8k,

|
=

Del diagrama de cuerpo libre (fig. 4.25d), se tiene

~ . . :_1 z .
Sy = 0: vV — 84 5(106)(x)—~0,
. .’152
.V——8——3*’

'+8‘\ 5(’): Mro/\

I v O

g5 ‘ \

I x4 4 (c)
| L (b) )
¥ ! ‘ Fig. 4.25
¥

i

£

R|=|6.6‘ 2'! 8 1
{a) Rp=154
166 —98 ¢
e -15.4

\(b)
|
M /_\
(c)
2kg w=23k/ pie
vV

16.6 k“‘g“l X

Fig. 4.24 (d)

R|_81l 6 |I 6 A
{a) o4
WX

v R T G
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y haciendo V = 0, se tiene:
0=28—-12%3, = 4.9 pies

A partir del diagrama de cuerpo libre, puede calcularse el valor del
momento miximo y resulta:

Moo= 0 M~ 349) + 300 (42) as) (%)=
Mnix.= 26.1 k-pies

Para cargas uniformemente distribuidas, podemos también obtener,
la posicién donde la fuerza cortante es cero por consideraciones geo-
métricas en el diagrama de fuerzas cortantes. Por ejemplo, en el ejem-
plo 4.11, el diagrama de fuerzas cortantes toma la forma mostrada en
la fig. 4.26 (a). Como Ia pendiente de la recta es 9 k/pie, pueden compa-
rarse geométricamente los triangulos semejantes, de la pendiente y el
triangulo correspondiente el diagrama de fuerzas cortantes, entre x =
Oy x = X, como se muestra en la fig. 4.26 (b).

Por tridngulos semejantes:

40Ib{ rolb 40Ib’
A g—r 1 E 3 16 o .
S [ ;B [C %D. 1= 3’ = 533Dpies
2, [ 2! 7 *
! ‘ ) 1 ) b} .
| Este es otro anilisis, frecuentemente mas sencillo, para la determina-
Fig. P4.17 cién de 1 :
' PROBLEMAS
\ ’p
A 4.17—-4.24 Dibujar los diagramas de V y M para las vigas mostradas en lag
% oL L % figs. P4.17 a P4.24. Dibujar los diagramas de V y M directamente debajo del
o 2 2 > ia%mma de cargas y esll')ozar los diagramas usando las relaciones descritas
en la seccién 4.6 y en los ejemplos. Los valores numéricos deben escribirse
Fig. P4.18 sobre los diagramas en los puntos donde cambia el signo del cortante y en
! ‘ 8001 8001b
) |
¢ le w=20 Ib/pie 48 b‘ A B J ‘ E F
— |
A B C_Yyo a eL* c 17 C D
2 ’IO k 7 . 8 & , l w=400 b/ pie w=400 Ib/pie
Te | s 7] e I N R
— . F— ' I T T
Fig. P1.19 Fig. P4.20 ‘ Fig. P4.21
|
e «-W - -
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e w=1.5 k/ple
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{

Fig. P4.22

todos los puntos de momento méximo. Todos los clculos necesarios debe-
rdn hacerse sobre la misma hoja, a un lado de los diagramas.
N o

4.9 VALORES DEL MOMENTO POR SUMA DE AREAS |

Un método mas facil'y ripido para calcular la variacién del momento
entre dos puntos cualesquiera sobre una viga consiste en sumar el drea
bajo el diagtama de fuerzas cortdntés entre esos dos puntos. La teoria
© que justifica este procedimiento se explica a continuacién. : -
Se corta una pequefia porcién de una viga y se traza el diagrama
de cuerpo libre correspondiente, como en la fig. 4.27 (b). Considerando
v :iste cuerpo libre y tomando momentos con respecto a la cara bb, se
-~ tlene: ! AR C

: o o i’ Fig. 4.27
TMy, =0 M+ Vde = wde(dz/2) — (M + dM) = 0,

¢

‘ 3

M+ Ve — 28 am =0,
Simplificando y déspreciando los términos de orden sup,erior‘ se llega

alaec: ‘ ‘

ot

dM =V dz. S N @D
Esta ec. establece que la variacién en el momento entre dos séccibnes
transversales cualesquiera es igual al 4rea bajo ¢l diagrama de fuerzas
cortantes comprendida entré esos dos puntos. Si se conoce el momento
en un punto, como es generalmente el caso, puede facilmente determi-
narse el momento en otro lugar. Los ejemplos siguientes ilustran este
principio. ! SRR | S

Ejemplo 4.14. Dibuiar los diégramas de fuerzas cortantes y momentos MO
flexionantes para la viga mostrada en la fig. 4.28. o Fig. 4.28
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4.37—4.42 En las figs. P4.37 a P4.42 se muestran los diagramas de fuerzas cor-

i L : ~ tantes pira diversas vigas. Dibujar los diagramas de cargas y de momeritos
j ! ' Hexionaites y determinar .los valores méaximos de la carga y del momento
: ‘ S maximo.. 3 B : I ‘

4.10 PARE ; o

LI : k

k
p 3 D . co e ey ey
e , o Para explicar &l éfecto’ de un par sobre una viga, se resdlvlaré ﬁrimér‘b
i T N X ' “un problema mediante los ptincipios basicos de estatica explicddds en
Dy ; la seccidn 4.5. Se hard notar el efecto del par sobre los diagramas de

' - fuerzas cortantes y momentos flexionantes y se usaran estas observacio-
nes para hacer cortes al dibujar otros diagramas de V y M que tengan

pares como parte de la carga.

A , Ejemplo 4.16. Para la viga mostrada en la fig. 4.30, construya los diagra-
G oo S . mas de fuerzas cortantes y mornentos flexionantes estableciendo las ecs.
£y L ‘ -+ béasicas de estatica y representando grificamente esas ecs. e
; : H H B . ; i v l H

i i . i 1’ P !
Solucién. Primero se calculan las reacciones, como se muestra a.conti-
nuacién: St ‘ s
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Fig. 4.31

|
|

| “?f,'.z_yb 148
L B,l —

Fig. P4.44
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M=50 plesk .5 k/ ple

M=5Q piesk . k/ple

Fig. 432 Fig. 4.33

PROBLEMAS

cortantes y momentos flexionantes, usando el procedimiento explicado
en la seccién 4.7. <

Con estas observaciones, se pueden trazar los diagramas de fuerzas

Ejemplo 4.17-4.19.I5ibujar los 3diagramas de V'y M pard las vigas mos-
tradas en las figs. 4.314.33. : :

4.43 ~4.54. Dibujar los diagramas de V Y M para las vigas mostradas en las
figs. P4.43 a P4.54,
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s 3kfpie - to flexionante maximo ptieden calcularse sustituyendo los valore$ ade-
" : i) cuados de, las cargas y distancias, en las formulas. Sin embargo, debe
Pt ‘ 7 | tenerse cuidado de comprobarse que la condicién de carga de 14 viga
L L=16 L] ' corresponde exactamente al de la ec. utilizada. .
(a) e -
6k | Ejemplo 44520. Determinar losvalores de la fuerza cortante méxima'y
; R el momento flexionante méaximo en las vigas mostradas en la fig. 4.34,
‘8 s ‘4 T’"I * Solucién | . . ‘ R
: v L a) Caso: 4, Apéndice E (Fig. 4.34a) © s
/ =2 kbt Viix. = By, = $ul = 3(3)(16), Vinix,= 24k -
\ — Zﬁt}; : Minix.= 4wl? = §(3)(16)2, Mpix.= 96 piesk .
L=10' 17 h) Caso'?, Apéndice E (Fig. 4.34b)
. le) ' ‘ ; - Wiz, = Ry = Pa/L = 6(8)/12, Viix.= 4k
1 j M“.‘i’“z Pab/L" = 6(8)(4)/12, . ‘ M, . =

méx.~ 16 pies-k

% ¢) Caso b, Apéndice E (Fig. 4.34¢)

Vmix.= Rr = wlL/3 = 2(10)/3, Vinix = 6.7k
| Mg = 0.128wL? = 0.128(2)(10)%,  Myge = 25.6 piesk

| 4.12 COMBINACIONES DE CASOS

A veces es posible combinar al
cuentran en los manuales para
0 el momento méaximo. Por €j
| una carga uniformemente dis
| centro. Este sistema de car

i les de las figs. 4.35

gunos de los casos usuadles que se en-
determinar la fuerza cortante mixima
emplo, la viga de la fig. 4.35 (a) soporta
tribuida y una carga concentrada en su
ga puede descomponerse en los casos usua-

L (b) y (c). El momento maximo se calcula como:
lp ' | R R | Ny
i ‘ : ' l p

noir-

]

i
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El esfuerzo principal mínimo es la distancia OA, que se determina como:

OA= OC– radio del circulo = OC- (OG)2 + (OH)2

= 2400 – 4000

= - 1600 lb/plg2


El ángulo de rotación del bloque, requerido para obtener estos esfuerzos es la mitad del valor de 2   en el diagrama. Así:


Tan 2 = FV = 3200 =1.33,



       CF    2400


2 = 53º,    = 26.5º.

La rotación se muestra en la fig. 12.11(c). Como el punto V se movió hasta B, puede pensarse el esfuerzo principal máximo como actuando sobre lo que era la cara vertical. El mismo razonamiento puede usarse al considerar el esfuerzo principal mínimo.


El esfuerzo cortante máximo corresponde a las coordenadas del punto D, que son (2400, 4000). El ángulo 2 s es igual a 2 + 90º. Por consiguiente.

s =  + 45º = 26.5º + 45º = 71.5º.

Los esfuerzos para esta orientación se muestran en la figura 12.11(d)


Para ilustrar mejor estos ángulos de inclinación, la fig. 12.12(a) muestra los ángulos de inclinación de los planos sobre los que ocurren los esfuerzos principales del punto A. La fig. 12.12(b) muestra los ángulos de inclinación de los planos sobre los que ocurren los esfuerzos cortantes máximos.
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Fig. P4.63

Fig. P4.65

Fig. P4.67
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w=4k/ ple o ' :

Fig. P4.62
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Ejemplo 12.6. Determinar los esfuerzos principales, el esfuerzo cortante máximo, y los planos sobre los que actúan estos esfuerzos, para los esfuerzos mostrados en la figura 12.13(a).

Solución. Se trazan los puntos V y H, como se indica en la figura 12.13(b). Los esfuerzos principales son OB y OA. Estos valores se pueden determinar como sigue:

Fig.12.13
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La orientación de los planos de esfuerzos principales se muestran en la fig. 12.13(c).

El esfuerzo cortante máximo es el radio del circulo, es decir, CD o CG, que es:

Ss=10 k/pulg2;

Entonces:

2?s = 2?+900 = 36.80 + 900 = 126.80

 ?s = 63.40

la inclinación de los planos sobre los cuales ocurre el esfuerzo cortante máximo y los esfuerzos sobre esos planos se muestra en la fig. 12.13 (d).
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Problemas

12.31-12.39 En las figs. P12.31 a P12.39 se muestran los esfuerzos en un punto. Determinar los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante máximo. Mostrar estos valores sobre las caras de bloques de esfuerzos adecuadamente orientados, como se hizo en el ejemplo 12.6.

12.40 Demostrar que las ecs. (12.3) a (12.6) pueden obtenerse a partir de un bosquejo general del círculo de Mohr, tal como el de la fig. 12.10(b).

12.41 Determinar el esfuerzo cortante máximo y los esfuerzos normales principales en la flecha mostrada en la fig. P12.41. la flecha tiene un diámetro exterior de 3 pulg y un diámetro interior de 2 pulg. El peso del disco es de 60 lb.

12.42 Determinar el esfuerzo cortante máximo y los esfuerzos normales principales en la  flecha de 2 pulg mostrada en la fig. P12.42. las poleas  pesan 20lb cada una.

12.43-12.44 los ejes mostrados en la fig. de la P12.43 y P12.44 so de 2 pulg. De diámetro . supóngase que el peso de las poleas es despreciable. El esfuerzo cortante permisible es de 800 lb/pulg2 y el esfuerzo normal permisible es de 12,000 lb/pulg2. Determinar el valor permisible de la tensión P sobre la banda.

12.45 Un recipiente a presión en forma de un cilindro cerrado, de 36 pulg de diámetro y de 2/8 plg de espesor esta sujeto a una presión interior de 250 lb/pulg2 determinar el esfuerzo cortante máximo que ocurrirá en  las paredes del cilindro (fig. P12.46).

12.46 El eje de fundición de hierro de 1 plg, de diámetro esta sujeto a una carga de torsión. Si el esfuerzo ultimo en la tensión es de 20,000 lb/pulg2, ¿cuál es el valor del par T para que falle?
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12.8 DISEÑO DE FLECHAS SUJETAS A ESFUERZOS DE FLEXION Y CORTANTE COMBINADOS

Una flecha sujeta a esfuerzos de torsión y cortante puede diseñarse usando un análisis con el circulo de Mohr.  En tal caso, se conocen los esfuerzos cortante y normal permisibles, las cargas aplicadas, las longitudes y el problema consiste en determinar el diámetro necesario para la flecha.

Se pueden deducir formulas para el diámetro necesario para la flecha usando el circulo de Mohr. Como se imponen dos condiciones de esfuerzos superpuestas, cada una debe considerarse independientemente. Se determinaran dos diámetros, y el mayor de ellos es el que se elige para el diseño.

Considere la flecha mostrada en la figura 12.14(a). La flecha esta sujeta a un momento flexionante máximo M y un par máximo T; la magnitud de ambos se conoce. Además, el punto de mayor esfuerzo será el punto donde los esfuerzos máximos causados por M y T  ocurran simultáneamente. El bloque de esfuerzos de la figura 12.14(b) representa estos esfuerzos, y el circulo de la figura 12.14(c) representa todas las combinaciones este esfuerzo.

Considere primero que el esfuerzo cortante gobierna el diseño. Proceda como sigue:
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   (a)

Substituyendo J = Ix + Iy = 2I en la ec. (a), tenemos
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(b)

Como J =VD4/32 y c=D/2, estos valores pueden sustituirse en la ec. (b) y resolverse esta ecuación para D, como sigue:
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(12.7)

Considerando lo esfuerzos normal gobierna el diseño, se ve que el esfuerzo critico representado por la distancia OB de la figura 12.14(c)
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se obtiene la ecuación: 
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sustituyendo : I=(D)4/64 y c =D/2 en la ecuación (c) se le calcula el diámetro necesario como sigue:
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Ejemplo: 12.7 Un flecha esta sujeta a un momento flexionante de 6000pies-lb y un  par de 4000pie-lb. El

esfuerzo permisible es de 12000lb/plg2 y el esfuerzo cortante permisible es de 8000lb/plg2 diseñar la flecha.

Solución: Cada un de las condiciones se investigan separadamente. Primero se considera el esfuerzo cortante permisible. Sustituyendo valores en la ecu. (12.7), se encuentra que:
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Suponiendo ahora que el esfuerzo normal permisible gobierna el diseño, usamos la ecu. (12.8) y se obtiene:
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PROBLEMAS

12.47 para la flecha mostrada en la figura P12.47 el esfuerzo  permisible es de 12000lb/plg2 y  el esfuerzo cortante permisible es de 8000lb/plg. las  poleas A y B pesan 100lb cada una y la polea C pesa 200lb. Diseñar la flecha.

12.48. la flecha mostrada en la figura P12.48 tiene un esfuerzo normal permisible de 12000 lb/plg2 y un esfuerzo cortante permisible de 8000 lb/plg2. Las poleas A y C pesan 120 lb cada una y la polea B pesa 180 lb. Diseñar la flecha.

12.49. Una flecha esta sujeta a un momento flexionaste máximo de 4000 pies-lb y un par máximo de 3000 pies-lb. El esfuerzo permisible es de 10000 lb/plg2 y el esfuerzo cortante permisible es de 6000lb/plg2. Determinar el diámetro necesario para la flecha.

12.50. resolver el problema 12.49 si el momento flexionaste máximo es de 8000pies-lb y el par máximo es de 5000pies-lb.        
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Considerando lo esfuerzos normal gobierna el diseño, se ve que el esfuerzo critico representado por la distancia OB de la figura 12.14(c)
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se obtiene la ecuación 
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sustituyendo : I=(D )4/64 y c =D/2 en la ecuación (c) se le calcula el diámetro necesario como sigue:
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Ejemplo: 12.7 Un flecha esta sujeta a un momento flexionante de 6000pies-lb y un  par de 4000pie-lb. El

esfuerzo permisible es de 12000lb/plg2 y el esfuerzo cortante permisible es de 8000lb/plg2 diseñar la flecha.

Solución: Cada un de las condiciones se investigan separadamente. Primero se considera el esfuerzo cortante permisible. Sustituyendo valores en la ecu. (12.7), se encuentra que:


Suponiendo ahora que el esfuerzo normal permisible gobierna el diseño, usamos la ecu. (12.8) y se obtiene:




UNIDAD  6

TORSIÒN

INTRODUCCIÓN

En esta sexta unidad se estudiaran los conceptos de modulo G y su capacidad de resistencia a la torsión. y se calculara por medio de un ensayo de torsión  este modulo.

Consta de 1 objetivo de aprendizaje.  El alumno sea capaz de reconocer los conceptos asociados a la torsión y analizara y diseñara ejes circulares sólidos y huecos sometidos a esfuerzos cortantes producidos por cargas de torsión.

.

	OBJETIVO Y CRITERIOS DE APRENDIZAJE
	

	1. - Que el alumno conozca los conceptos asociados a la torsión.

2.- Analizar y diseñar ejes circulares sólidos y huecos sometidos a esfuerzos cortantes por cargas de torsión.

1. –Esfuerzo cortante y deformaciones angulares.


	

	DEMOSTRACIÓN DE HABILIDADES PARCIALES (RESULTADO DE APRENDIZAJE)


	

	6.1 Torsión.
6.1.1 Momento polar de inercia.

6.2 Esfuerzo de torsión.

6.2.1 Esfuerzo de torsión de elementos circulares sólidos.

6.2.2 Esfuerzo de torsión a elementos  circulares huecos.

6.3 Deformación angular.

6.3.1 Modulo de elasticidad al corte

6.3.2 Angulo de torsión.

6.4 Diseños de ejes sometidos a torsión.


	


UNIDAD VI 

TORSIÓN
5.1 Esfuerzo cortante por torsión 

5.2 Módulo de rigidez al corte

5.3 Angulo de torsión

5.4 Relación entre módulo elástico, módulo de rigidez al corte y relación de Poisson.

INTRODUCCIÓN

Las flechas o ejes circulares son los miembros más comúnmente asociados con carga de torsión y se presentan muchas aplicaciones practicas para ellos, especialmente en el campo del diseño de máquinas. Las cargas de torsión generalmente se aplican por medio de poleas o engranes que se mueven o son movidos por flechas.

      Los elementos sometidos a torsión se encuentran en muchas situaciones de ingeniería. La aplicación más común la representan los ejes de trasmisión que se usan para transferir potencia de un punto a otro, de turbina de vapor a un generador eléctrico, o de motor a una máquina herramienta, o del motor al eje trasero de un automóvil. Estos ejes pueden ser sólidos, como en la figura 3.1, o huecos. Considerando, por ejemplo, el sistema que consta de la turbina A y del generador B conectados por un eje de transmisión AB (véase la figura 3.2ª); y descomponiendo el sistema en sus tres integrantes (véase la figura 3.2b), se nota que la turbina ejerce un torque T sobre el eje, y que el eje ejerce un torque igual sobre el generador. El generador reacciona ejerciendo un torque igual y opuesto Τ sobre el eje, y éste ejerciendo el torque T’ en la turbina.

                               Figura 3.1                                             Figura 3.8

   Primero se analizarán los esfuerzos y deformaciones que ocurren en los ejes circulares.  Se demostrará una importante propiedad de los ejes circulares; cuando se somete a torsión un eje circular, toda sección transversal permanece plana. En otras palabras, mientras las diferentes secciones a lo largo del eje rotan ángulos diferentes, cada sección transversal rota como una losa rígida. Esta propiedad permitirá determinar la distribución de deformaciones cortantes en un eje circular y concluir que éstas varían linealmente con la distancia al centro del eje.

  Considerando deformaciones en el rango elástico y usando la Ley de Hooke para esfuerzo de formación cortante, se determinará la distribución de los esfuerzos cortantes en un eje circular y se deducirán las ecuaciones elásticas.

   Como ejemplos de los miembros sujetos a carga de torsión consideremos las figuras 3.1 y 3.2 (f). La figura 3.1 ilustra una flecha redonda fija en un extremo, con un disco en el otro extremo. Se aplican dos fuerzas iguales y opuestas (P) en el plano del disco, como se muestra.  Estas dos fuerzas, separadas una distancia d forman un par. El efecto de este par, es torcer el eje o par de torsión, como generalmente se llama alrededor del eje longitudinal. En lugar de representar el par como dos fuerzas, se usara la designación de una línea curva cuya planta apunta la dirección del par, como se muestra en la figura 3.1b.


   El par resistente (interno) puede determinarse aplicando la ecuación Σm eje = 0 a un diagrama de cuerpo libre de la flecha. Es decir, para determinar el par interno en cualquier posición de la flecha, cortamos ésta mediante un plano imaginario perpendicular al eje de la misma en el lugar deseado y hallamos la suma de momentos del diagrama de cuerpo libre resultante, con respecto al eje longitudinal. Para el caso considerado aquí, la fig. 3.1 (d) indica que el par resistente interno es igual al extremo externo T. Para una flecha que esté sujeta a varios pares aplicados en diferentes lugares, es necesario hacer el diagrama de cuerpo libre  de varias secciones. El par resistente interno es la suma de todos los pares externos hasta el plano en cuestión.

5.1 ESFUERZO CORTANTE

   Si un miembro de sección circular está sujeto a cargas de torsión, se producen fuerzas cortantes internas. El producto de estas fuerzas cortantes por sus respectivas distancias del eje de la flecha produce momentos, cuya suma (o resultante) es el par resistente interno descrito en la sección anterior.

   La Fig. 3.3 ilustra la acción de las fuerzas internas que forman el par resistente. Ya que estas fuerzas son tangentes a la superficie del material, y sus esfuerzos cortantes asociados es r = P / A. En este caso, r es el esfuerzo cortante sobre el área sombreada, y P es la fuerza cortante actuando sobre esa área. Las fuerzas cortantes y los esfuerzos cortantes actúan en dirección perpendicular al radio vector que une al punto en cuestión con el eje del miembro.

   Para investigar la torsión en los ejes, debemos conocer la relación entre el par aplicado y los esfuerzos internos producidos por ese par.  Para establecer esa relación, se hacen las siguientes suposiciones:

a) Una sección de la flecha que es plana antes de la torsión, permanece plana después de la torsión. Esto significa que una sección transversal de la flecha no se alabea después de la carga.

b) El diámetro de la flecha no se alabea después de la carga.

c) Los esfuerzos están en el rango elástica. Es decir, los esfuerzos están debajo del limite  de proporcionalidad cortante, y se aplica la Ley de Hooke.

d) Las deformaciones por cortante varían linealmente desde cero en el eje del miembro, hasta un máximo en las fibras extremas.

   La observación y la verificación experimental comprueban que estas suposiciones están justificadas.

   Ya que las deformaciones por cortante  varían proporcionalmente a la distancia al eje, los esfuerzos cortantes deben tener la misma relación (Ley de Hooke). Esto se muestra en la Fig. 3.3 (d), donde los esfuerzos sobre cualquier anillo delgado tal como el área n localizada a una distancia radical ρ a partir del eje, son directamente proporcionales a los esfuerzos máximos, que ocurren en las fibras exteriores extremas. Debemos determinar la relación entre estos esfuerzos máximos y el par que los produce. Su deducción tomará la siguiente forma:

a) Se determina la fuerza total que actúa sobre un anillo localizado a una distancia general ρ a partir del eje. Estas fuerza se expresará en términos del esfuerzo cortante máximo en las fibras exteriores.

b) En segunda se determina el momento de esta fuerza con respecto al centro del miembro.

c) Finalmente, se suman los momentos producidos por todos los anillos delgados concéntricos en el eje. La suma de estos momentos es el par interno total de éste.

   Las fuerzas cortantes que actúan sobre los pequeños bloques sombreados 

FIGURA 3.3

de cualquier anillo, tal como el anillo n de la Fig. 3.3, tienen todas la misma magnitud, ya que están a la misma distancia del eje del árbol. Además, tienen el mismo sentido de rotación. Por consiguiente todas las fuerzas en cualquier anillo pueden combinarse y tratarse como una sola fuerza. La magnitud de esta fuerza es P = (n dA, donde rn es el esfuerzo cortante en el anillo n, y dA es el área de ese anillo.

Según los triángulos semejantes de la fig. 3.3(d), el esfuerzo cortante en el anillo n puede expresarse como una función del máximo esfuerzo cortante como sigue:
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La utilización de la ec. (a) en la expresión para la fuerza  en el anillo n  conduce a:
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Esta representa la fuerza en el anillo n.  el par   d t de esta fuerza alrededor  del eje del miembro es:
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El par interno total de la suma de los pares de cada uno de los anillos concéntricos del eje. sumando estos pares por integración de la ecuación (c) de 0 hasta c, da por resultado
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 ES, POR  DEFINICION  LA EC. (C)PUEDE EXPRESARCE COMO T = (t/c)J. REESCRIBIENDO , TENEMOS 
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DONDE :

              ( = MAXIMO ESFUERZO CORTANTE EN EL EJE lb/ pug , O N/ m,

              T= PAR INTERNO, EN lb – plg  O EN  N .  m,

              c=  RADIO DE AL FLECHA , EN plg O EN m,

              j = MOMENTO POLAR DE INERENCIA DE LA SECCION CIRCULAR ;     en pulg o en m.

PARA SECCIONES CIRCULARES MACIZAS
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El esfuerzo  sobre cualquier fibra interna situada a una distancia radial ( a partir del eje de miembro es:           
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Ejemplo 2.1 Determinar el máximo esfuerzo cortante en u eje de 3 plg de diámetro. el par aplicado es de 300lb-pies. 

solución: primero, se calcula el momento polar de inercia 
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la ec.(3.1 ) se aplica después para calcular el esfuerzo cortante en las fibras mas alejadas :
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Ejemplo 2.2 Calcular el par máximo que puede transmitirse por medio de un eje macizo de acero, de 40 mm de diámetro , sin exceder un esfuerzo cortante de 60mpa.

solución  el momento polar de inercia es :
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se usa la ecuación (3.1) para determinar el par máximo que puede aplicarse .
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T=756.9  N.m

5.2 MODULO DE RIGIDEZ AL CORTE

ESFUERZO CORTANTE EN FLECHAS O EJES HUECOS DE SECCIÓN CIRCULAR

  En la deducción de la formula para el esfuerzo cortante en una flecha sujeta a carga de torsión (t = Tc/J), se determinó el par resistente interno sumando los pares en todos los anillos concéntricos. Los anillos cercanos al centro del eje tienen esfuerzos muy pequeños y también, brazos de palanca comparativamente pequeños. Por consiguiente, solamente contribuyen en una cantidad pequeña al par resistente total. En muchos problemas es común en la práctica el usar ejes huecos; esto permite al proyectista reducir el peso del eje sin sacrificar mucho su capacidad de carga.

  El análisis de un eje hueco es semejante al de un eje macizo. La única diferencia está en el cálculo del momento polar de inercia J. Podemos calcular J restando el momento polar del círculo completo:

J= JE-JI, 

J=
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  Los subíndices E e I se refieren al diámetro exterior, e interior, respectivamente. Para mostrar las resistencias y pesos relativos de ejes macizos y huecos, se presenta al siguiente ejemplo.

  Ejemplo 3.3   Comprar la resistencia de una flecha maciza de acero de 4 plg de  diámetro con la de una de 4 plg  de diámetro exterior y de 2 plg de diámetro interior. Compare los pesos de un pie de cada una de las dos flechas. El esfuerzo cortante admisible es de 10 000 lb/plg².

SOLUCIÓN

 Eje (macizo)                                                  Eje (hueco)

DE = 4plg                                                          DE = 4 plg

J=
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   Comparando las resistencias, vemos que la flecha hueca es tan resistente como la flecha maciza.
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   comparando las piezas de las secciones, vemos que

Peso = volumen x densidad = área x longitud x densidad,
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5.3 ESFUERZO CORTANTE Y DEFORMACIÓN

Los esfuerzos cortantes en las secciones 2.1 y 2.2 son tangentes a la superficie de las secciones transversales del eje. En la discusión de esfuerzos cortantes y las deformaciones por cortante correspondientes, es más conveniente considerar un cubo elemental  de material en vez de una superficie plana. En la fig. 3.4 se muestra un cubo elemental típico de un eje. El tamaño del cubo es extremadamente pequeño—tan pequeño que los esfuerzos que actúan sobre la superficie del cubo pueden considerarse como uniformemente distribuidos.

En cualquier momento donde se presenten esfuerzos cortantes sobre una superficie de cubo elemental, deben presentarse en las cuatro superficies, como se muestra en la fig. 3.4  (b). Consideremos, por ejemplo, el cubo elemental del material mostrado en la fig., 3.4 (c). Sobre la cara ab actúa hacia arriba una fuerza cortante vertical. Ya que el cubo debe estar en equilibrio, (Fy = 0 y debe haber una fuerza vertical a P8 que actúa hacia abajo. Esta fuerza actúa sobre la cara CD (fig. 3.4 d).
Sin embargo, estas 2 fuerzas, formas un par. Ya que (M=0 para el cubo debe haber un par igual y de sentido opuesto para impedir la rotación, este actúa en las caras ac y bd  (fig 3.4e).

Los esfuerzos cortantes que actúan sobre un cubo elemental de material hacen que el cubo se deforme. Esta deformación generalmente se considera como un ángulo(fig.3.4f). La relación entre el esfuerzo cortante y la deformación se expresa el ángulo y de la fig. 3.4(f) y esta dada por la Ley de Hooke. La constante de proporcionalidad se llama módulo de elasticidad al cortante, G. Expresada algebraicamente, 

(=G(                  (3.4)  

donde :                                                                                                                                                    

    (= esfuerzo cortante en lb/plg²∙.

G = módulo de elasticidad al esfuerzo cortante en lb/plg² o en N/m².

(= deformación por cortante, en radianes.

5.4 ANGULO DE TORSIÓN

El máximo esfuerzo cortante en una flecha sujeta a torsión puede determinare a partir de (=Tc/J. El par aplicado también hace que el eje se tuerza. El ángulo de torsión es de importancia en muchas aplicaciones de ingeniería. Muchas flechas para maquinaria deben diseñare de tal manera que no se deformen demasiado, es decir, que no se tuerzan excesivamente. Las herramientas y la maquinaria de presión frecuentemente requieren que el ángulo de torsión quede dentro de cierto limites especificados.

    Consideremos  una parte de una flecha sometida a torsión mediante pares, como se muestra en la fig.3.5. la línea interrumpida indica la posición de una fibra longitudinal antes de la torsión, y la línea continua representa su posición después de que se han aplicado los pares. La deformación  por cortante ( se muestra  en la fig.3.5 como el ángulo n, mn. Debido a que se producen ángulos relativamente pequeños con consecuencia de los esfuerzos cortantes menores que el limite de proporcionalidad a cortante, la tangente del ángulo puede darse mediante el ángulo y en radianes. Expresado matemáticamente. 

Tan (  = (  (´ (
              L


El ángulo de torsión de la flecha es el ángulo de rotación de la sección y es el ángulo ( mostrado en el extremo B de la fig. 3.5

Considerando la geometría del extremo B, podemos expresar el ángulo de torsión  (,medido en radianes, con el arco n’n dividido entre el radio R .Matemáticamente,
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Ya que la dimensión n’n aparece en ambas ecuaciones (a) y (b), estas ecuaciones pueden combinarse como sigue:
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]L

R

q

                                                      (c)

El ángulo ( es la deformación  por constante y es el mismo termino que aparece en la ec. (3.4). La ecuación (3.4) puede entonces volver a escribirse en forma adecuada para calcular el ángulo de

torsión 
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Sustituyendo las ecuaciones (3.1) y  (c )  en la ecuación anterior, obtenemos,
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Lo que da  por resultado:
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Donde:  
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= ángulo de torsiones radianes

T = par en lb-plg o en N.m ,

L= longitud de la ecuación de la flecha, en plg o en m,

G = modulo de la elasticidad, al esfuerzo cortante en lb/plg( o en N/m(,

J = Momento polar de inercia ,en plg4 o en m4.

Ejemplo 3.4  Determinar el ángulo de torsión  en una flecha de acero de 2 plg de diámetro  y 6 ft de longitud .El  de 1000lb-ft.Expresar la respuesta tanto en grados como en radianes. Para el acero,

G = 12000000 lb/plg(.

SOLUCION: El ángulo de torsión 
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 puede calcularse según la ecuación (3.5):
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Pueden usarse  tanto grados como radianes para expresar un ángulo. Ya que hay 2π radianes en 360º, esta relación puede usarse como factor de conversión.
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PROBLEMA MODELO 5.1

Un eje cilíndrico hueco tiene 1.5 m de largo y diámetros interno y externo de 40 y 60 mm, respectivamente. 

a) ¿Cuál es el mayor torque que puede aplicársele si el esfuerzo cortante no debe de pasar de 120 MPa?

b) ¿Cuál es valor mínimo correspondiente del esfuerzo cortante?

a) Torque máximo admisible. Es el torque T para  el cual 
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=120Mpa. Como este valor es menor que él limite de fluencia, puede usarse la ecuación  (3.8) resolviendo esta ecuación para T, se tiene 

                                        T =
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Recordando el momento polar de inercia  J esta dado por la ecuación (3.10), donde 
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Sustituyendo J y T
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  en  (3.11) y haciendo 
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b) Esfuerzo cortante mínimo. El valor mínimo del esfuerzo cortante ocurre en la superficie interior del eje . se obtiene de la ecuación  (3.7) que expresa que 
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PROBLEMA MODELO 5.2

El eje BC es hueco y sus diámetros interiores miden 90 mm y 120mm respectivamente. Los ejes AB y CD son sólidos, y su diámetro es d. Para la cara mostrada, halle: (a) Los esfuerzos cortantes máximos y mínimos en el eje BC; (b) el diámetro requerido d los ejes AB Y CD si el cortante admisible es 65Mpa.

Ecuación de estática. Llamado TAB el troqué en el eje ABA, se hace el corte en el eje AB y, para el diagrama de cuerpo libre mostrado, se tiene:

        (Mx=0:                 (6kN* m) -TAB = 0             TAB= 6 kN .M

Ahora se corta el eje BC y, para el diagrama mostrado, resulta

       (Mx=0:                  (6kN . m) + (14kN . m) – TBC =0    TBC= 20 Kn


a. Eje BC. Para este eje hueco, se tiene 

                       4           4         (                4                                                     -6

J=        (c  -   c  )= ____     (0.060)    -     (0.045)      =    13.92 x10     m

                      2          1           2

Máximo esfuerzo cortante. En la superficie exterior,

                       TBC C2                         (20Kn .m) (0.060m)

T max =  T2= ________             =    _______________                                                                                 

                                                                                                                                -6                       

                              J                                   13.92X10

Esfuerzo cortante mínimo. Se escribe que los esfuerzos son proporcionales ala distancia al centro del eje.

      Tmin             C1                                      Tmin              45 mm

    _______ = _________                           ________  =  __________

       Tmax           C2                                     86.2 Mpa          60mm  

        b. Ejes AB y CD. S e nota que en ambos ejes la magnitud del toque es T  =6 Kn. m   y  T  = 65 Mpa. Llamado c el radio de los ejes, resulta.            

Tc                                 (6Kn. M) C

T=  __         65    Mpa  = _______________

       J                                      (     4

                                             ___C

                                               2   

     3                   -6         3                                          -3

 C    =   58.8 x10         m                          C= 38.9x10

               D= 2c   =2(38.9)                                                       d= 77.8 mm

PROBLEMA MODELO 5.3

El diseño preliminar de un eje grande  que conecta un motor a un generador  que rige el uso  de un  eje hueco cuyos diámetros exterior e interior  miden 4 y 6  pulg. respectivamente. Sabiendo que el cortante admisible  es de 12 ksi, halle el máximo  torque que puede transmitirse  (a)  por el eje propuesto, (b) por un eje sólido   del mismo peso; (c)  por un eje hueco de igual peso  y 8 pulg. de diámetro exterior.

a) EJE HUECO SEGÚN EL DISEÑO. Para el eje hueco tenemos:
          (             4            4                    (                               4                                      4                               4

J = -------  (  C  2  - C  1  )  =  ------ ((  3 pulg.)    - (2 pulg.)   )  =  102.1 pulg. 

       2                                  2

Cuando la ecuación  (3.8) se escribe

                    Tc2                                                                  T( 3 PULG.)                                                   

     t max  = ---------              12 ksi  = -----------------  4         T  =    408 KIPS * PULG 

                              J                                     102.1 PULG 

b) EJE SOLIDO DE IGUAL PESO.  Para que tenga el peso y la longitud  del primero, sus secciones  transversales deben ser iguales.

                           A(a) = A(b)

                       2                             2                           2

               (( ( 3 pulg. )   -  (2 pulg. )  )  =  ( C 3         C 3 =  2.24 pulg.

como 

                     T adm = 12 ksi, se tiene

                                T C3                                                             T (2.24 pulg.) 

                   t max  = ___________                        12ksi  =  ______________         T =  211 kips* pulg

                                   J                                             (/2 ( 2.24 pulg)4 

c) EJE HUECO DE 8 pulg.  DE DIAMETRO.  Para igual peso, las secciones transversales  deben ser iguales de nuevo.  Calcúlese el diámetro interior escribiendo.

                       A(a) = A(c)

                               2                           2                                       2             2 

          (( (  3 pulg.)    - (2 pulg.)    =  ( ( ( 4 pulg)   -  C 5   )        C5  =  3.317 pulg.

Para   C5  =  3.317 pulg. y C4   = 4 pulg.

                           (                         4                                          4                                  4

              J  =  _______ ( (  4 pulg.)    -   ( 3.317 pulg)    ) =  212 pulg.

                             2

con   t adm =  12 ksi  y  C4  = 4 pulg.

                         T c 4                                                      T (4 pulg.)

            t max =_______                       12 ksi =   _________               T  =  636 kips*pulg.

                           J                                            212 pulg. 4


PROBLEMA MODELO 5.5

Un eje de acero y un tubo de aluminio esta conectado a un soporte fijo y a un disco rígido, tal como se muestra en la sección transversal. Sabiendo que los  esfuerzos iniciales son cero, halle el máximo torque  to  que puede aplicarse al disco si los esfuerzos admisibles son 120 Mpa para el eje de  acero y 70 Mpa para el tubo  de aluminio. Use g=27 Gpa para  le aluminio.

Estática. Cuerpo libre del disco. Llamando t(  el torque que el tubo ejerce sobre el disco y t
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 el torque  que el eje  ejerce, se tiene.

T
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Deformaciones. Puesto que el tubo y el eje están conectados al disco rígido, resulta.
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Esfuerzo cortantes. Se supondrá que el requisito 
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USANDO LA ECUACION (2), SE  CALCULA EL VALOR CORRESPÒNDIENTE T
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  Y LUEGO EL CORTANTE MAXIMO EN EL EJE DE ACERO:
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Se nota que excede el esfuerzo admisible del acero de 120 Mpa. Nuestra hipótesis fue incorrecta. El máximo torque  t
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 se obtendrá haciendo 
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De la ecuación  (2) se tiene.

2950 N.m =0.908T
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                     T
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Usando la ecuación (1) se  obtiene el torque máximo admisible.
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UNIDAD  7

VIGAS

INTRODUCCIÓN

En esta séptima unidad se estudiaran los conceptos de geometría de una viga y los esfuerzos sobre ella al flexarla. Se realizaran diagramas de esfuerzo cortante y flexionante en vigas y se calculara AST por medio de la formula de flexión.

Consta de 1 objetivo de aprendizaje.  El alumno sea capaz de entender y aplicar los conceptos  asociados a vigas y calcular elementos sujetos a esfuerzo de flexión pura para seleccionar el perfil comercial más adecuado.

.

	OBJETIVO Y CRITERIOS DE APRENDIZAJE
	

	1. - Que el alumno capaz de entender y aplicar los conceptos asociados a vigas.

2.- Calcular elementos sujetos  a esfuerzos de flexión pura, para seleccionar el perfil comercial más adecuado.

1. –flexión pura y perfiles comerciales.


	

	DEMOSTRACIÓN DE HABILIDADES PARCIALES (RESULTADO DE APRENDIZAJE)


	

	7.1 Concepto de vigas.
7.1.1 Homogeneidad.
7.2 Tipos de apoyo.

7.2.1 Apoyo simple.

7.2.2 Apoyo fijo.

7.2.3 Apoyo de empotramiento.

7.3 Tipos de cargas.

7.3.1 Carga puntual.

7.3.2 Carga uniformemente distribuida.

7.4 Diagramas.

7.4.1 Esfuerzo cortante.

7.4.2 Esfuerzo flexionante.

7.5 Calculo de esfuerzos.

7.6 Selección de perfil
	














     (Fy =0:     V – WXE = 0

 V – WXE  = 2XE; 0 pies <  XE < 6 pies





     (Mcorte=0:  M + WXE (XE) = 0







  M= – 2XE (XE)
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     = –  X2E; 0 pies < XE < 6 pies
	Distancia a partir 
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	        V          +7  +7  +7  -6  -6  -6  -6  -10  -14  +12  +8  +4   0



	        M         0 +14 +28 +28 +16 +4 +4 –12 –36 –36 –16 –4 0








PROCEDIMIENTO PARA TRAZAR DIAGRAMAS

B) Carga concentrada. Diagrama de fuerzas cortantes: recta vertical; diagrama de momentos flexionantes un quiebre en el punto de aplicación de la carga.

a) Carga uniformemente distribuida. Diagrama de fuerzas cortantes; línea recta inclinada (inclinada en la dirección de la carga); diagrama de momentos: curva parabólica continua.

d) Carga variando uniformemente. Diagrama de fuerzas cortantes: curva parabólica continua (inclinada en la dirección de la carga); diagrama de momentos-curva continua de tercer grado.

Estas figuras básicas dan una indicación de las formas generales de los diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionantes para cualquier combinación de cargas. El problema principal es el de calcular valores significativos de la fuerza cortante y el momento flexionante.

En la sección siguiente se explica mediante  varios ejemplos un procedimiento más detallado para trazar los diagramas.

4.7
 Procedimiento para trazar diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionantes.

Como siempre interesa conocer el valor del momento flexionante máximo en una viga, la siguiente regla importante nos permitirá determinar su localización fácilmente. La localización del punto de máximo movimiento corresponde siempre a la posición donde la curva de la fuerza cortante corta al eje de la viga. Cada vez que el diagrama de fuerzas   cortantes pasa a través del valor cero, el diagrama de momentos tendrá un valor máximo. Por momento máximo queremos significar que el valor del momento a cualquier lado de ese punto es numéricamente menor que el momento en esa sección. Sin embargo, el momento puede no ser el momento máximo absoluto para la viga si hay varios momentos máximos. El Problema Ilustrativo 4.1 muestra dos puntos de momento máximo.

A continuación se bosqueja el procedimiento general para trazar diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionantes.

1) Dibuje la viga y sus cargas, dejando suficiente espacio debajo de ella para trazar los diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionantes. 

2) Calcule por estática las reacciones.
























































Diagramas de momentos flexionantes y fuerzas cortantes.

Cortantes, de 3 k, hacia abajo. Entre los puntos C y D; D y E, la viga no soporta carga, de modo que el diagrama de fuerzas cortantes es una línea recta horizontal. En D se aplica hacia abajo una fuerza de 6 k, de modo que la fuerza cortante va desde +3 en D1. Finalmente, en E  se aplica una fuerza hacia arriba de 3 k que hace que la ordenada vaya desde –3 en E1  hasta 0 en E2. El diagrama de fuerzas cortantes siempre comienza y termina en cero. Si el diagrama de fuerzas cortantes no termina en cero, se ha cometido un error y es necesario revisar el diagrama.

Diagrama de momentos. Como la fuerza cortante inicial es negativa, la parte inicial del diagrama de momentos se inclinará hacia abajo a la derecha, indicando un momento negativo.  Las fibras superiores de la viga en esta parte están en tensión, lo que, por definición, corresponde a un momento negativo. En la sección de A hasta B, el diagrama de momentos tendrá forma parabólica debido a la carga uniformemente distribuida entre estos puntos. También, el momento en B es un máximo, ya que el diagrama de fuerzas cortantes pasa por cero en ese punto. Por las ecs. de estática se encuentra que el momento en B es de 24 pies-k.

Como no hay carga entre B y C, el diagrama de momentos es una línea recta inclinada. Se inclina hacia arriba pues la fuerza cortante es positiva entre esos puntos. Entre C y D, el diagrama de momentos otra vez se inclina hacia arriba y es una línea recta, ya que no hay carga entre esos puntos, y la fuerza cortante es aún positiva.

La fuerza cortante pasa por cero en D, indicando que el momento es un máximo en ese punto. El diagrama de momentos se inclina hacia abajo(cortante negativa) según una línea recta (sin carga) hasta llegar a cero en E. El diagrama de momentos siempre tendrá valores de cero en los dos extremos, excepto cuando se aplica un par en un extremo. Por estática, el momento en D se encuentra que vale 12 pies-k.

Ejemplos 4.5-4.10. Dibujar los diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionados para las vigas mostradas en las figs. 4.17 a 4.22.

4.8 LOCALIZACIÓN DE PUNTOS DE MOMENTO MÁXIMO.

Como se dijo  anteriormente, el punto de momento máximo se presenta en el punto (o puntos ) donde la fuerza cortante pasa por cero. El problema consiste entonces, en localizar estos puntos donde la fuerza cortante es cero.












.



UNIDAD  8

COLUMNAS

INTRODUCCIÓN

En esta octava unidad se estudiaran los conceptos de geometría de una columna y sus fenómenos de falla, la diferencia entre columnas cortas y largas. Se calculara el esfuerzo critico de una columna y se realizaran diseños AST.

Consta de 1 objetivo de aprendizaje.  El alumno conocerá y aplicara los conceptos relacionados con columnas y analizara situaciones de cargas reales que producen pandeo y calcular los elementos estructurales capas de soportar estas cargas definidas.

.

	OBJETIVO Y CRITERIOS DE APRENDIZAJE
	

	1. - Que el alumno conozca y aplique los conceptos relacionados con columnas.

2.- Analizar situaciones de cargas reales que producen pandeo y calcular los elementos estructurales capaces de soportar estas cargas definidas.

1. –Deformaciones y esfuerzos en columnas.


	

	DEMOSTRACIÓN DE HABILIDADES PARCIALES (RESULTADO DE APRENDIZAJE)


	

	8.1 Concepto de columna.
8.1.1 Columna corta
8.1.2 Columna larga
8.1.3 Longitud efectiva.

8.2 Radio de giro.

8.3 Relación de esbeltez.

8.4 Carga critica (formula de Euler).

8.5 Diseño de columnas.

8.6 Selección de perfiles más adecuados manual IMCA.
	


CAPITULO VIII  COLUMNAS

8.1        Estabilidad de Estructuras.

8.2        Fórmula de Euler para columnas articuladas.

8.3       Extensión de la fórmula de Euler a columnas con otras condiciones de     .            carga.

8.4        Esfuerzo crítico.

8.5        Fórmulas para columnas intermedias.

8.6        Diseño de Columnas.

INTRODUCCIÓN

      En los capítulos anteriores existían dos preocupaciones primarias: 1) la resistencia de la estructura, su capacidad para sostener una carga especifica sin experimentar esfuerzo excesivo: 2) la capacidad de la estructura para sostener una carga especifica sin sufrir deformaciones inaceptables. En este capitulo nos ocuparemos de la “ESTABILIDAD” de la estructura, de su capacidad para soportar una carga dada sin experimentar un cambio súbito en su configuración. El análisis se referirá principalmente a las columnas, es decir, al estudio y diseño de elementos prismáticos verticales que soportan cargas axiales.

       Antes de considerar la estabilidad de las columnas, en la sección  8.2 se analizara la estabilidad de un modelo simplificado que costa de dos barras rígidas que soportan una carga P y están conectadas por un pasador y un resorte. Se observará que si se perturba su equilibrio, el sistema retornara a su posición de original de equilibrio  siempre que P no exceda un cierto valor Pcr, llamado carga crítica. Sin embargo, si P>Pcr, el sistema se alejará de su posición  original y adquirirá una nueva posición de equilibrio. En el primer caso, se dice que el sistema es estable y en el segundo se dice que es inestable

            En la sección 8.3, el estudio de estabilidad de columnas elásticas amenazará analizando una columna de extremos articulados, sujeta a una carga axial céntrica. Se obtendrá la fórmula de Euler para la carga crítica de la columna y mediante ella se determinará  el esfuerzo normal critico en la columna. Aplicando un factor de seguridad a la carga critica, podrá calcularse la carga admisible que puede aplicarse a la columna de extremos articulados.

   En la sección 8.4 se analizará la estabilidad de las columnas con diferentes condiciones de extremo. Este análisis se simplificará aprendiendo a determinar la longitud efectiva de una columna, es decir, la longitud de una columna articulada que tiene la misma carga critica.

8.1  ESTABILIDAD DE ESTRUCTURAS

Supóngase que debe diseñarse una columna AB de longitud L, para soportar una carga P (véase la fig. 11.1). Imagínese  que P es una carga axial céntrica y que la columna tiene sus dos extremos articulados. Si el área transversal A d la columna es tal que el valor (=P/A del esfuerzo en la sección transversal es menor que el valor admisible ( adm. Para el material utilizado y si la deformación (=PL/AE cae dentro e las especificaciones dadas, podría concluirse que la columna sea diseñado  bien. Sin embargo, puede suceder que al aplicar la carga la columna se pandee, en lugar de permanecer recta, y se curve repentinamente(véase fig. 11.2). Obviamente, una columna que se pandea bajo la carga especificada no esta bien diseñada.

     Antes de estudiar la estabilidad de las columnas elásticas, se tratará de  familiarizar con el problema considerando un modelo simplificado que consta de dos barras rígidas AC y BC, conectadas en C por un pasador y un resorte torsional  de constante K (véase la figura 11.3).


     Si las dos barras y las dos fuerzas P y P` están perfectamente alineadas, el sistema permanecerá en la posición  de equilibrio que muestra la figura 11.4ª siempre que no sea perturbado. Pero supóngase que C se mueve ligeramente a la derecha, de modo que cada barra forma ahora un pequeño ángulo (( con la vertical (véase la figura 11.4d) ¿Volverá el sistema  a su posición de equilibrio original o se alejara aun mas de dicha posición? En el primer caso se dice que el sistema se establece en el segundo, que es inestable.

     Para determinar si el sistema de dos barras es estable o inestable, se considera que las fuerzas que actúan sobre la barra AC (véase la figura 11.5). Estas fuerzas constan de dos pares, el formato por P y P`, de momento P(L/2) sen ((, que tiende a alejar la barra de la vertical y el par M, ejercido por el resorte, que trata de devolver la barra a su posición inicial. Dado que el ángulo de deflexión del resorte es 2 ((, el momento del par M es M = K(2 ((). Si el 


Figura 11.3

momento del segundo par es mayor que el del primero , el sistema tiende a retornar a su posición original de equilibrio; el sistema es estable. Si el momento del primer par es mayor que el momento del segundo, el sistema tiende a alejarse de su posición original de equilibrio; el sistema es inestable. El valor de la carga para la cual los dos pares son iguales es la carga crítica Pcr. Se tiene:

Pcr(L/2) sen (( = k(2 (()

Y como sen (( ( ((
Pcr = 4K/L

Claramente se ve que el sistema es estable para P<Pcr, es decir, para los valores de la carga menores que el valor crítico, y no estable para P>Pcr, 

Supóngase que una carga P>Pcr  ha sido aplicada a las dos barras de la figura 11.3 y que el sistema ha sido perturbado. Como P>Pcr, el sistema se alejará de la vertical y, luego de algunas oscilaciones, se establece en una nueva posición de equilibrio ( véase la figura 11.6 a ). Considerando el equilibrio del cuerpo libre AC (véase la figura 11.6 b ) , se obtiene una ecuación similar a la ecuación (11.1), pero que incluye el ángulo finito (.

P(L/2) sen ( = K ( 2 ( )

PL / 4K=(/sen (
El valor de ( que corresponde a la posición de equilibrio de la figura 11.6 se obtiene resolviendo la ecuación (11.3) por prueba y error. Pero se observa que, para cualquier valor positivo de (, se tiene sen(<(.

Así la ecuación (11.3) da un valor de ( diferente de cero solo cuando el miembro izquierdo de la ecuación es mayor que uno. Recordando la ecuación(11.2), se observa que ese es el caso aquí, ya que hemos supuesto P>Per Pero si se hubiera supuesto P<Per, la segunda posición de equilibrio mostrada en la figura 11.6 no existiría  y la única posición de equilibrio  posible seria la correspondiente a (=0. Así se verifica, que para P< Per, la posición (=0 debe ser estable.

Esta observación se aplica a estructuras y sistemas mecánicos en general y se usará en la próxima sección, donde se estudiara la estabilidad de las columnas elásticas.
8.2 FÓRMULA  DE EULER PARA COLUMNAS ARTICULADAS

Volviendo a la columna AB de la sección  anterior, proponemos hallar el valor critico de la carga P, es decir, el valor Per  de la carga para la cual la posición de la figura 11.1deja de ser estable. Si P> Per la menor falta de alineación o perturbación hace que la columna se doble, es decir, que tome una forma curva como en la figura 11.2.

El propósito será hallar las condiciones para que la configuración de la figura 11.2 sea posible. Como una columna puede considerarse como una viga en posición  vertical y bajo una carga axial  se procederá como en el capitulo 8  y se denotará por x la distancia desde el extremo A de la columna hasta un punto dado Q  de  la curva elástica  , y por y la deflexión de dicho punto. El eje x  será vertical  y dirigido hacia abajo , y el eje  y horizontal  y dirigido hacia ala derecha . Considerando el equilibrio del cuerpo libre de AQ, se halla  que el  momento  en Q es M = -Py. Sustituyendo este valor de M  en la ecuación (8.4) de la sección 8.3,




d2y  =
M  = _  P 



dx2
El
 El












(11.4)

o, transponiendo el último término:





d2y  +  P  y = 0





dx2      El












(11.5)

Esta ecuación diferencial es lineal, homogénea de segundo orden con coeficientes constantes. Haciendo
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P2 = El





        






(11.6)

La ecuación (11.5) se escribe





d2y + p2y = 0





dx2











(11.7)

que es la misma ecuación diferencial que la del movimiento armónico simple, excepto, por supuesto la variable independiente es ahora x en lugar de t . La solución general es:



y = A sen px + B cos py











(11.8)

como puede verificarse  fácilmente calculando  d2y/dx2  y sustituyendo  y y d2y/dx2 en la ecuación (11.7).




Recordando las condiciones de frontera que deben satisfacerse  en los extremos  A y B de la hacemos primero x = 0, y = 0 en la ecuación (11.8) y se tiene que B = 0  Sustituyendo enseguida x = L , y = 0, se obtiene





A sen pL = 0












(11.9)

Esta ecuación se satisface ya sea si A = 0 o si sen pL = 0. Si ocurre lo primero , la ecuación  (11.8)  se reduce a   y = 0  y la columna es recta Si se satisface la segunda, pL = n( o, sustituyendo p en (11.6) y despejando a P:



p=  n2(2El 



         L2      






(11.10)

El  menor  de los valores de P definido por la ecuación  (11.10) es el que corresponde a n = 1. Entonces





Pex = (2 El




 L2   











(11.11)


Esta es la formula de Euler, llamada así en honor del matemático  suizo Leonhard Euler (1707 – 1783). Sustituyendo esta expresión para P en la ecuación (11.6) y el valor obtenido para p en la ecuación  (11.8) y recordando que B = 0, se tiene




Y = A sen (x 





      L






(11.12)

Que es la ecuación de la curva elástica después de haberse doblado la columna. Nótese que el valor de la deflexión máxima, ym =A, es indeterminado. Esto se debe a que la ecuación diferencial 11.5 es una aproximación liberalizada de la acusación diferencial real para la curva elástica *.


Si P<Per  la conducción sen pL = 0 no puede satisfacerse y la solución dada por la ecuación (11.12) no existe. Debe tenerse entonces A = 0 y la única configuración  posible para la columna es una línea recta. Así , para P<  la forma recta de la figura 11.1 es estable.


En el caso de una columna con sección circular o cuadrada, el momento de inercia I  de la sección transversal es el mismo con respecto a cualquier eje centroidal y la columna  se curvara en un plano u otro, excepto bajo las restricciones  que se impongan en los extremos. Para otras secciones, la carga critica debe calcularse haciendo I = I min en la ecuación (11.11); si ocurre la curvatura, tendrá lugar en un plano perpendicular al correspondiente eje de inercia principal.


El valor del esfuerzo  correspondiente a la carga critica es el esfuerzo critico y se le designa por (er. Recordando la ecuación  (11.11) y haciendo I=Ar2, donde A es el área de la cecinó transversal y r el radio de giro, se tiene




(er = Per = (2 Ear2  





A        AL2 

· Recuerde que la ecuación d2y/dx2 = M/EI se obtuvo en la sección 8.3 suponiendo que la pendiente dy/dx de la viga podía despreciarse y que la expresión exacta dada en la ecuación (8.3) para la curvatura de una viga, podía reemplazarse por  I/p = d2y/dx2.

La cantidad L/r es la relación de esbeltez de la  columna. Le claro dado la anotación del capitulo procedente, que le mínimo valor de el radio de giro r debe usarse al calcular la relación de esfuerzo y el esfuerzo critico de la columna.

La ecuación (11.13) muestra que el esfuerzo critico es proporcional al cuadrado de la relación de esbeltez de la columna. La gráfica de ( cr  contra L/r se muestra en la figura 11.8 para el acero estructural, suponiendo E =200 Gpa y (y= 250 Mpa. Debe recordarse que al elaborar la  gráfica (cr no se a usado el factor de seguridad. También se observa que, si el valor obtenido para (cr de la ecuación (11.3) o de la curva de la figura 11.8 es mayor que el limite de fluencia (y, este valor no es de interés, pues la columna fluirá a compresión y dejara de ser elástica antes de curvarse.


 El análisis de la conducta de una columna se ha basado hasta aquí en la hipótesis de la carga céntrica perfectamente alineada. En la practica, este es rara vez y en la sección 11.5 se tendrá  en cuenta el efecto de la excentricidad de la carga. Este método nos conducirá a una transición mas suave de la falla de curvatura de columnas largas y  delgadas a la falla de compresión de columnas cortas. También dará una visión mas realista entre la relación de esbeltez de una columna y la carga que la hace fallar.

EJEMPLO 11.01

Una columna articulada de 2m de longitud y sección cuadrada debe hacerse con abeto Douglas. Suponiendo E= 13Gpa y (adm= 12Mpa para comprensión paralela a la fibra y usando un factor de seguridad de 2.5, determine la sección transversal si la columna debe soportar: a) una carga de 100 kN, 

b) una carga de 200kN.

a) Carga de 100kN.  Usando el factor de seguridad especificado,

Per = 2.5(100kN) = 250 kN      L=2m       E= 13 GPa

Según la fórmula de Euler(11.11) y  resolviendo para I,

I= PerL2  =  (250x103 N)(2m)2 = 7.794x10-6m4
       (2E          (2(13x109 Pa)

pero I= a4/12, por tratarse de un cuadrado de lado a; entonces

a4= 7.794x10-6m4                         a= 98.3mm ( 100mm

12

se verifica el valor del esfuerzo normal en la columna:

(=P  = 100kN    =10MPa

     A   (0.100m)2

Ya que ( es menor que el esfuerzo admisible, una sección transversal de 100x100mm es aceptable.

b) Carga de 200kN. Resolviendo de nuevo la ecuación para I, pero haciendo Per= 2.5(200)= 500 kN, se tiene

I= 15.588x10-6m4, a4 = 15.588x10-6, a= 116.95mm

                              12

El valor del esfuerzo normal es:

(= P =    200Kn   = 14.62Mpa

        A          (0.11695m)2

Dado que este valor es mayor que el esfuerzo admisible, las dimensiones obtenidas no son aceptables y debemos elegir una sección con base en su resistencia a compresión. Se escribe

A= P       =  200kN = 16.67x10-3 m2
      (adm         12 Mpa

a2= 16.67x10-3m2        a= 129.1mm

Una sección transversal de 130 x 130 mm es aceptable.

///*////////jmgjyjhgb  
8.3 EXTENSION DE LA FORMULA DE EULER A COLUMNAS CON OTRAS CONDICIONES DE EXTREMO. 

La formula de Euler (11.11) se dedujo en la sección precedente para una columna de extremos articulados. Ahora se estudiara como puede obtenerse  pcr para columnas de diferentes condiciones de extremos.


En el caso de  una columna con un extremo libre en  A empotrada en B con la carga p aplicada en A, se observa que en la columna se comportara  como la mitad superior de una columna articulada (véase la figura 11.9b). La carga critica para la columna articulada para la figura 11.9b y puede obtenerse


Mediante la formula de Euler (11.1) usando una longitud igual al doble de longitud  real L de la columna dada. Se dice que la longitud efectiva L de la columna de la figura 11.9 es igual a 2L y reemplazamos  Le =2L en la formula de Euler:
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(11.11)

En forma similar se encuentra el esfuerzo critico mediante la ecuación 






(2e
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(Le/r)2
La cantidad Le/r es la relación efectiva de esbeltez de la columna  y en el caso considerado aquí, es igual a 2L/r.

Sea una columna con dos extremos empotrados A y B que soportan una carga  P. La simetría de los apoyos y de la carga con respecto a un eje horizontal a través del punto medio C requiere que la fuerza cortante en C y los componentes horizontales de las reacciones en A y B sean cero. Se sigue que las restricciones impuestas sobre la mitad superior AC de la columna por soporte en A y por la mitad inferior CB son idénticos. La porción AC debe ser simétrica con respecto a su punto medio D y éste debe ser un punto de inflexión, con momento flector, el razonamiento similar muestra que el momento flector en el punto medio E de la mitad inferior de la columna también debe ser cero. Puesto que el momento en los extremos de una columna articulada es cero, se sigue que la porción DE de la columna debe conducirse como una columna articulada. Asì se concluye que la longitud efectiva de una columna con extremos fijos es   Le =L/2.
En el caso de una columna con un extremo fijo B y un extremo lado A que sostiene una carga P, deberá resolverse la ecuación diferencial de la curva elástica para determinar la longitud efectiva de la columna. En el diagrama de cuerpo libre de la columna entera, se observa primero que se emplea una fuerza transversal V en el extremo A, además de la fuerza axial que V es estáticamente indeterminada. Considerando ahora el diagrama de cuerpo libre de una porción AQ de la columna, se halla que el momento flector en Q es

M = -Py -Vx
Sustituyendo este valor en la ecuación (8.4) de la ecuación 8.3, se tiene

​​​d2 y  =  M  =  - P y   -  V  X
                                             dx2          EI       EI      EI                  

Trasponiendo el término que contiene a y  y haciendo

                                          p2 = P                               (11.6)

                                                                  EI

Como se hizo el la ecuación 11.3, se escribe

d2 y  + p2 y  =  - V X
                                                   d x2                EI                    (11.14)

Esta ecuación  diferencial es lineal, no homogénea y de segundo orden con coeficientes constantes. Observando que los miembros izquierdos de las ecuaciones (11.7) y (11.14) son idénticos, se concluye que la solución general de la ecuación (11.14) a la solución (11.18) obtenida para la ecuación (11.17). es fácil ver que tal solución es:

y = -   V

           P2EI

O recordando (11.6),

                                             y= -  V    X                                                    (11.15)     
                                                               P

Añadiendo las soluciones (11.8) y (11.15) la solución general de la ecuación (11.14) se expresa como: 

                            y = A sen px + B cos px  - V X                      (11.16)

                                                                                   P

Las constantes A y B y la magnitud V de la fuerza transversal V no conocida se obtienen de las condiciones de frontera indicadas en la figura 11.15. Haciendo primero x = 0, y = 0 en la ecuación (11.6), se halla que B = 0. Haciendo x = L,  y = 0, se obtiene

                                      A sen PL = V L                           (11.17)

                                                                      P

Finalmente, calculando

dy  =  Ap cos px –  V
                                                dx                          P

y haciendo, x = L dy/dx =0, resulta

                                                    Ap  cos Pl  = V                            (11.18)

                                                                         P

Dividiendo miembro a miembro (11.17) por (11.18),se concluye que una solución de la forma (11.16) puede existir sólo si

tan pL =pL                (11.19)

Resolviendo esta ecuación por prueba y error, encontramos que el menor valor de pL que satisface (11.19) es

pL =4.4934       (11.20)

Llevando el valor de p definido por la ecuación (11.20) a la ecuación (11.19) y despejando a P, se obtiene la carga crítica de la columna de la figura 11.14:
Pcr = 20.19EI

           L2

La longitud efectiva de la columna se encuentra igualando los miembros de las ecuaciones (11.11) y (11.21:
(EI = 20.19EI

L2e          L2

Despejando a Le hallamos que la longitud efectiva de una columna con extremo fijo y el otro articulado es Le = 0.699~0.7L.

PROBLEMA MODELO 11.1

Una columna de aluminio, de longitud  L y sección  rectangular, tiene un extenso fijo 

B  y soporta una carga céntrica en  A . Dos platinas lisas y redondas restringen el movimiento 

Del extremo A  en uno de los planos  verticales de simetría de la columna , pero le permiten moverse en el otro plano a )  Halle la relación  a/b de los dos lados de la sección  correspondiente al diseño más  eficiente contra pandeo . b)Diseñe la sección  transversal más  eficiente para la columna , si L =20 Pulgadas E =10.1 x  10
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  psi, P=5 kips, y el factor de seguridades2.5.

Pandeo en el plano xy .   En la figura  11.17 se observa que su longitud efectiva de la columna con respecto  al pandeo en este plano es    Le =0.7L. El radio de giro r
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  de la sección  transversal se obtiene escribiendo 

I
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La relación  efectiva de esbeltez de la columna  con respecto al pandeo en el plano xy  es.
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Pandeo en el  xz. La longitud efectiva  de la columna  con respecto  al pandeo en este plano es L
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=2L, y el correspondiente radio de giro es  r
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a)Diseño más eficiente.  E l  diseño más  eficiente es aquel para el cual los esfuerzos  críticos  correspondiente a los dos posibles modos de pandeo son iguales. Refiriéndose a la ecuación (11.13), se tiene que este será el caso si los dos valores obtenidos arriba para la relación efectiva de la esbeltez son iguales. Se escribe 
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    y, despejando a a/b                              
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b) Diseño para los datos dados. Como F. S. = 2.5,

                           Per  = ( F.S.) P = (2.5) (5 kips) = 12.5 kips 

Usando a = 0.35 b, se tiene  A = ab = 0.35 b2 y 

         ( er =  
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Haciendo L = 20 pulg. En la ecuación  (2), Le / ry    = 138.6 / b. Sustituyendo  E, L e/ r, y   (er en la ecuación (11.13),

(er = 
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                       b = 1.620 pulg  a = 0.35 b  = 0.567 pulg (
8.4 FORMULAS PARA COLUMNAS INTERMEDIAS.  

La fig. 9.9 ilustra la forma general de la curva esfuerzo-relacion de esbeltez para columnas , no se usa directamente en diseño. Las formulas de diseño se obtienen tomando las características de la curva  o Vs L/r para el material que se esta considerando y escribiendo la ecuación de la curva  incluyendo un factor de seguridad adecuado en la expresión.

   La mayoría de las formulas para columnas dan esfuerzos admisibles para las columnas intermedias y cortas. Históricamente, las predicciones de la resistencia de una columna en esas zonas han sido de naturaleza empírica. Las formulas  (9.8) y (9.9) para el modulo tangente , aunque se propusieron por 


primera vez en 1889, no se demostró que predijeran con aproximación la carga de pandeo sino hasta finales de la década de 1940.

   Las formulas de columnas usadas para diseño dan un esfuerzo admisible. Por consiguiente , el factor de seguridad esta incluido en la ecuación. La línea sombreada de la fig. 9.10  ilustra gráficamente la relación entre una formula de diseño y la capacidad ultima de columnas.

    Desde la primera formula empírica para columnas, que se publico en 1729, se han usado alrededor de 400 formulas en diseño en varias épocas. La mayoría de ellas son ecuaciones a las que corresponden  líneas rectas o parábolas , ya que dichas curvas pueden aproximarse a la curva de falla de la columna y son también , de forma algebraica mas sencilla.

   Una ecuación de una línea recta tiene la forma de la ecuación  (9.10).

                                                      (admisible =(-( L 

                                                                                 r

donde:

(admisible esfuerzo admisible, en lb/plg2, o en Pa,

(= valor del esfuerzo base , en lb/plg2, o en Pa,

(= coeficiente elegido para dar la ecuación deseada,

L/r= relación de esbeltez.

La ecuación (9.11) es una ecuación parabólica.

                                                   (admisible =(-((L/r)2
donde:

(admisible =esfuerzo admisible, en lb/plg2, o en Pa,

( =valor del esfuerzo base, en lb/plg2, o en Pa,

( = coeficiente elegido para dar la ecuación deseada,

L/r =relación de esbeltez.

Aunque se han usado un gran numero de formulas para columnas a través de los años , la selección de formulas de diseño actualmente no es una tarea difícil. Los códigos y especificaciones para diseño proporcionan formulas que han probado ser dignas de confianza para muchas clases de construcción y de materiales . Por ejemplo , si se va a diseñar una columna para edificio , las especificaciones del American Institute of Steel  Construction o las del American Concrete Institute  proporcionan  las formulas , así como las restricciones impuestas para  su uso . Las formulas para columnas en diseño de maquinas pueden obtenerse a partir de los manuales y especificaciones en ese tiempo. La mayoría de las industrias han desarrollado fórmulas para el diseño de columnas aplicables a sus materiales.


Para mostrar el procedimiento básico de análisis y diseño de columnas, discutiremos dos de las fórmulas empíricas más comunes; la fórmula del AISC para acero estructural (sección 9.7.) y la fórmula Johnson (sección 9.8); que es ampliamente usada en el campo de diseño de máquinas. No se han incluido los códigos y fórmulas para los otros materiales debido a que no podrían explicarse adecuadamente en una breve discusión, y la incluso de demasiadas fórmulas tiende a hacer confusa la técnica básica del análisis y diseño de columnas.

El lector deberá darse cuenta, por supuesto, que las fórmulas presentadas en ese capítulo son únicamente ejemplos de los tipos disponibles. En el primer caso en el diseño de una columna consiste en escoger as fórmula más adecuada que debe usarse, teniendo en cuenta los materiales y las condiciones del problema. La ecuación de Enler, aunque sencilla y precisa, no se aplica a la mayoría de las columnas que se presentan en el diseño.  

8.5 Diseño de las columnas

Al diseñar una columna se debe elegir primero la fórmula de esfuerzo admisibles adecuada. Como se mencionó en la sección 9.8, esto no es difícil, pues la experiencia, el material usado y los códigos y especificaciones bajo los cuales se hace el diseño, proporcionarán esta información.

Cualquiera que sea la  formula que se use, puede seguirse el procedimiento de tanteos que se describe a continuación. En el diseño, se conocen, por ejemplo, la longitud, las condiciones de los extremos y la carga aplicada.

Paso 1: Se escogen las dimensiones de la columna.

Paso 2: Se determina el esfuerzo en esta columna a partir de (= P/A.

Paso 3: Se calcula el esfuerzo admisible para esta columna mediante la fórmula usada para el esfuerzo de 

             la columna

Paso 4: Se comparan los esfuerzos de los pasos 2 y 3. Si el esfuerzo el paso 2 es mayor que el del paso 3, 

             se rediseñará usando otras dimensiones para la columna. Si el esfuerzo del paso 2 es  

             considerablemente menor que el paso 3, se rediseña para lograr una mejor aproximación .

Paso 5: Se continua este procedimiento de tanteos hasta que se obtiene una sección satisfactoria

     Puede notarse en la práctica rutinaria de las oficinas del diseño, generalmente se dispone de gráficas y tablas para reducir el tiempo y el esfuerzo que requiere el diseño de partes en comprensión. Sin embargo un estudio de mecánica teórica debe incluir la técnica básica de selección, de modo que los diseñadores sean capaces de manejar satisfactoriamente los casos no comunes, donde no se aplican las gráficas y tablas.
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Fig.P12.39





Fig.P12.38





Fig.P12.37





Sx=4000 lb/plg2





Sx=4000 lb/plg2





Ss=5000 lb/plg2





Ss=3000 lb/plg2





Ss=9000 lb/plg2





Sy=9000 lb/plg2





Sy=9000 lb/plg2





Fig.P12.36





Fig.P12.35





Fig.P12.34





Ss=4000 lb/plg2





Ss=4000 lb/plg2





Sx= 6 k/plg2





 Sx=4000 lb/plg2





Sx=10,000 lb/plg2





Ss= 6000 lb/plg2





Ss= 4 k/plg2





Ss=6000 lb/plg2





Sy=10 k/plg2





Sy=12,000 lb/plg2





Fig.P12.33
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Fig.P12.31





Ss=4000 lb/plg2





Sy=4000 lb/plg2





Ss = 5 k/plg2





Sx = 8000 lb/plg2





Sx=15 k/plg2





Sx=12,0000 lb/plg2








Ss=6000 lb/plg2








Sy = 7 k/plg2





Sy=6000 lb/plg2
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OB = OC + radio del circulo = OC + 	(CF)2 + (CV)2 





      = 2400 +         (2400)2 + (-3200)2  = 2400 + 4000





      = +6400 lb/plg2  
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(12.4b)
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(12.4)
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FAC = 750 lb


A     ¼(3.14)(0.375 PUL)2
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Este procedimiento de superponer cargas a partir de los casos usuales para resolver el problema de una condición de carga particular es frecuentemente muy útil. Sin embargo, debe notarse que este procedimiento es válido para obtener el momento máximo de una viga, solamente si son válidas las reglas de superposición. En nuestro caso, esto significa que el momento máximo en cada uno de los casos usuales que se superponen deben ocurrir en el mismo punto.


Para las vigas mostradas en la fig. 4.35 esto es cierto,  ya que el momento máximo para la viga con carga uniformemente distribuida ocurre en el centro de la viga, y en ese punto se presenta el momento máximo para una viga con una carga concentrada en su centro. Sin embargo, estas condiciones no se cumplen en el caso en la fig. 4.36. el momento máximo para la carga uniformemente distribuida ocurre en el centro de la viga, mientras que el momento máximo ocurre directamente debajo  de la carga concentrada en la otra viga. En casos de este tipo, el momento máximo debe calcularse mediante los procedimientos descritos en las primeras secciones de este capítulo.





Problemas:


Calcular la fuerza cortante máxima y el momento flexionante máximo en las vigas de las figs. P4.55 a p4.68. cuando sea posible que los casos estándar mostrados en el Apéndice E, y combine los casos donde es válido este procedimiento. Para las vigas donde los casos estándar no son aplicables, calcule la fuerza cortante máxima y el momento flexionante máximos mediante los procedimientos explicados en este capítulo.
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4.11 USO DE TABLAS 





El material de este capítulo incluye una explicación detallada sobre la construcción de diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionantes. En esa forma se han explicado los métodos para calcular la fuerza cortante máxima y/o el momento flexionante máximo en una viga.


En la práctica, un gran porcentaje de las vigas que se diseñan, soporta cargas más o menos usuales. Si solamente se desea conocer los valores de la fuerza cortante máxima y el momento flexionante máximo, como es el caso más común, y las cargas son usuales, se pueden encontrar las ecs. Para la fuerza cortante y el momento en los manuales de Ingeniería. En el Apéndice  E se exponen algunas de las condiciones de carga más comunes. Si una viga no corresponde a una sola o a una combinación de estas categorías, la fuerza cortante  máxima y el momento.








ΣMA = 0:  RAV(10) – 12 = 0


                Rc = 1.2 k (hacia arriba);








ΣMc = 0:  RAV(10) – 12 = 0


                RAV = 1.2 k (hacia abajo).





Verificación 





ΣRV = 0:  RA – Rc = 0





En la fig. 4.30 ( c ) se muestran un diagrama de cuerpo libre de una sección entre A y B, y en la fig. 4.30 (d) se muestra un diagrama de cuerpo libre de una sección entre B y C. Las ecs. Para la fuerza cortante y el momento flexionante en estas secciones son como sigue:





Sección AB:





ΣFv = 0:          V = – 1.2


ΣMcorte = 0:     M = – 1.2 X1,    0 pies < X1 < 6 pies





Sección BC: 





ΣFv = 0:          V = – 1.2


ΣMcorte = 0:	   M + 1.2X  - 12 = 0;


		   M = 12 – 1.2 X2,    6 pies <X2 <10 pies





Cuando se representan gráficamente estas ecs. Los resultados son como se muestra en los diagramas de V y M de las figs. 4.30 (e) y (f).


Estos diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionantes dan lugar a lo siguiente:





Un par no tiene efecto sobre el diagrama de fuerzas cortantes (solamente afecta a las reacciones).


Un par se representa por recta vertical en el diagrama de momento, siendo la longitud de la misma la magnitud del par a la escala correspondiente.








P


A
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VALORES DEL MOMENTO MEDIANTE SUMA DE ÁREAS








Similarmente, se conoce que el momento en D es cero, el cambio en el momento entre D y C es el momento en C, que es:





Mc = áreas entre B y D   = (12)(4) =  -48 k-pies





Para comprobar esto, verifíquese si el área bajo el diagrama de fuerzas cortantes entre B y C es igual a la variación del momento entre B y C, +6 – (–48) = 54 pies-k. El área es (1/2) (6) (18) = 54 pies-k, lo cual proporcionan la comprobación.


Pueden usarse los ejemplos numéricos de las secciones anteriores para ilustrar este principio.





PROBLEMAS





4.25-4.36 Dibujar los diagramas de V y M para las vigas mostradas en las figs. P4.25 a 4.36. dibujar los diagramas de V y M directamente debajo de los diagramas de cargas, anotando los valores numéricos sobre los diagramas en los puntos donde cambia la fuerza cortante y en todos los puntos de momento máximo. Todos los cálculos deben anotarse sobre la hoja de papel, a un lado de los diagramas.
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PROCEDIMIENTO PARA TRAZAR DIAGRAMAS





La pendiente del diagrama de momento es más pendiente para valor mayor de la fuerza cortante. Esto es particularmente evidente por el caso de una carga uniformemente distribuida (ejemplo 4.2, sección 4.5). cuando la fuerza cortante es mayor, la pendiente de la curva del momento es más inclinada; a medida que la fuerza cortante se aproxima a cero, la pendiente del diagrama de momentos se aproxima a cero (horizontal).





Una fuerza cortante negativa indica que la curva del momento es inclinada hacia abajo y a la derecha; no necesariamente significa que el momento es negativo.





Cuando se sobreponen cargas concentradas sobre una carga distribuida los quiebres del diagrama de momento no son tan marcados.





Ejemplo 4.4 Dibujar los diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionantes de la viga mostrada en la fig. 4.16.





Solución.


ΣME =  0:           RB (12) – 6 (4)  -3 (8) – (3) (4) (14) = 0


                           RB = 18 k


ΣMB =  0:           RE (12) – 3 (4)  -6 (8) – (3) (4) (2) = 0


                           RE = 3 k





Verificación:


ΣFv = 0: 	     18 + 3 = 3 + 6 + 3 (4), 	 21= 21.





Diagrama de fuerzas cortantes. Teniendo en cuenta que la fuerza más alejada hacia la izquierda es cero en este caso, el diagrama de fuerzas cortantes parte de cero (punto A). desde A hasta B1 , la carga es uniformemente distribuida, de modo que el diagrama de fuerzas cortantes inclinará hacia abajo a la derecha  como se nota en la fig. 4.15. el valor de la fuerza en B1 es V B1 = - (3 k/pie) (4 pies) = 12k. En B actúa una fuerza concentrada, hacia arriba de 18k. Entonces el diagrama de fuerzas cortantes será una línea recta vertical de 18 k, de longitud. La ordenada en B2 es – 12 + 18 = + 6k. A partir de B2   hacia C1  la viga no tiene carga, el diagrama de fuerzas cortantes una línea horizontal. En C la viga soporta una fuerza hacia debajo de 18 k, provocando una línea recta vertical en el diagrama de fuerzas








Problemas:





En estos problemas, como en los demás de este capítulo, considérese que la viga no tiene peso, a menos que expresamente se diga lo contrario.





4.1 – 4.6 Calcular el valor de la fuerza cortante y el momento flexionante en los puntos a, b y c en las figs. P4.1 a P4.6.





4.7 – 4.10 Dibujar diagramas de cuerpo libre completos y establecer las ecuaciones algebraicas para la fuerza cortante y el momento flexionante de los puntos a hacia b y b hacia c en las figs. P4.7 a P4.10 Indicar claramente el origen de la variable x sobre el diagrama de cuerpo libre.





4.11 – 4.16 Dibujar los diagramas de V y M para las vigas mostradas en las figs. P4.1 a P4.6








Con estas ecuaciones básicas, podemos determinar suficientes puntos para trazar los diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionantes. A continuación se da una tabla con los valores de la fuerza cortante y el momento flexionante en distintos sitios a lo largo de la viga. Aunque en estos ejemplos se han tabulado los valores en diversos puntos a lo largo de la viga, esto no siempre es necesario o deseable. El propósito ha sido el dar al lector algunos medios de verificar resultados y valores.


Nótese que las distintas mostradas en la tabla pueden no corresponder a los mismos valores de X que aparecen en los cálculos anteriores, ya que se revisaron para hacer más fácil su tabulación.





(Fy = 0:               V + 2Xc + 13 – 7 = 0


                           V +  – 2Xc – 6; 0 pies < Xc  < 4 ft.











(Mcorte= 0:        M + 2X1 (X1) + 13 (X1 + 4) – 7(X1 + 8) = 0


                                       2


                       M = – X21 – 13X1 – 52 + 7X1 + 56


                           = – X21- 6X1 + 4;  0 pies<  Xc < 4 ft.





Se dibuja un diagrama de cuerpo libre DE y se establecen las ecuaciones V y M. En este caso, es más conveniente tomar a E como origen y considerar la sección derecha de la viga.
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EJEMPLO 4.1


Trazar el diagrama de fuerzas cortantes y momentos flexionantes para la viga mostrada. Suponga que la viga no tiene peso.





Solución. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre de la viga, dejando debajo espacio suficiente para los diagramas de V y M (los cuales se dibujan completamente en este caso).


Se calculan las reacciones RA  y RD:


∑M(=0: R( (12) – 13(4) – 2(10)(13) = 0,        R( = 26 k. 


∑M(=0:  R( (12) – 13 (8) + 2 (10) (1) = 0,       R( = 7 k.





Verificación


 ∑F( = 0: 	R( + R( = 13 + 2 (10),


		   7 + 26 = 13 + 20,


		         33 = 33,


Se traza un diagrama de cuerpo libre de una sección en AB y se establecen las ecuaciones para V y M:


∑F( = 0:   	V – 7 = 0,  	     V = +7k.


∑Mcorte= 0: 	M – 7x = 0,   		M = 7x;   0 < x < 4 pies





Se traza un diagrama de cuerpo libre de una sección en BC y se establecen las ecuaciones para V y M:


∑F( = 0: 	V + 13 – 7 = 0,


               	V = – 6k





∑Mcorte= 0:  M – 7x + 13 (x – 4) = 0,


   	        M = 52 – 6x; 4pies < x < 8 pies


Se dibuja un diagrama de cuerpo libre de una sección en CD y se establecen las ecuaciones para V y M. En este caso, es más conveniente elegir el punto C como el origen de coordenadas, pues se evitan algunos pasos algebraicos. Esto es correcto, pero se debe tener cuidado cuando se construya el diagrama. Así,
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