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Resumen

Este trabajo expone el analisis de las condiciones de trans-
porte de calor en un colector solar de placa plana, el co-
lector calienta aire para emplearlo mas adelante, como
puede ser en la deshidratacion de diferentes perecederos,
entre otros. El método empleado para la transferencia tér-
mica es por conveccion natural. Se desarrolla el modela-
do matematico para obtener las ecuaciones de transporte,
identificandose las variables de posicion, velocidad y mo-
mento. Se propone una solucién usando la teoria de
Hamilton-Jacobi que se aplicé a datos obtenidos experi-
mentalmente.

Palabras clave: colector solar de placa plana, conveccion na-
tural, modelo matematico, Hamilton-Jacobi.

Abstract
(Differential Analysis of Heat Transport Conditions in a Flat
Plate Solar Collector)

This paper presents an analysis of the conditions of
transport of heat in a flat plate solar collector, the collector
heats air to use it later, such as in the dehydration of various
perishable and others. The method used for heat transfer
is natural convection. Mathematical modeling is developed
to obtain the transport equations, identifying variables
position, velocity and time. Proposes a solution using
Hamilton-Jacobi theory that applied to data obtained
experimentally.

Key words: flat plate solar collector, natural convection,
mathematical model, Hamilton-Jacobi.

1. Introduccion

Desde tiempos inmemoriales en el Valle de la Muerte
(Ixmiquilpan, Valle del Mezquital) el secado al sol ha cons-
tituido un método de conservacion para chiles y algunos
granos, sin embargo, el uso de deshidratadores solares es
casi desconocido en la region.

La energia solar es un recurso renovable, gratuito y con ele-
vado indice de incidencia, por ejemplo, en el Valle de la
Muerte representa alrededor de 340 dias soleados al afio.
Por lo tanto, puede ser utilizada para el aprovechamiento de
frutas y verduras que se producen en la zona, deshidratandolas
para su consumo y comercializacion, beneficiando a los
productores de la region.

El analisis de las condiciones de transporte de calor en
los sistemas térmicos, se hace tradicionalmente utilizan-
do tratamientos que emplean volumenes de control [1]; au-
mentando su complejidad cuando se requiere mayor pre-
cision [2].
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Por lo anteriormente descrito, la motivacion del presente
trabajo es utilizar un método diferencial que pueda propor-
cionar mayor simpleza y precision en el analisis de las con-
diciones de transporte térmico en un colector solar de pla-
ca plana. Con ¢l se podran obtener la posicion y la velocidad
del fluido caloportador, parametros importantes en el pro-
ceso de conveccidn natural, para su utilizacion en sistemas
de deshidratacion de diferentes perecederos.

2. Consideraciones para el modelado del proceso

Para los sistemas de deshidratacion es fundamental tener la
velocidad del fluido caloportador, con el objeto de hacer
eficiente el proceso y de mantener las propiedades de los
alimentos.

El estudio de los fendmenos de transporte se ha realizado
tradicionalmente comenzando por el transporte de cantidad
de movimiento, luego el transporte de energia [3] y final-
mente el transporte de masa.

Si consideramos que tendremos una placa calentada por el
sol, el flujo del fluido sobre la superficie de mas temperatura
es una consecuencia de la interaccion fluido-superficie. El
fluido en contacto con la superficie se calienta por lo que
disminuye su densidad actuando entonces las fuerzas de flo-
tacion y provocando el movimiento natural del fluido [4].

Las ecuaciones que describen la transferencia de momento
y energia en la conveccion libre se originan de los princi-
pios de conservacion relacionados. Las fuerzas inerciales y
viscosas siguen siendo importantes, mas las fuerzas de em-
puje juegan un papel principal.

Si tenemos un flujo laminar de capa limite gobernado por
fuerzas de flotacion (se establecen condiciones de fron-
tera considerando que la capa limite estd en la posicion
cero inicialmente, los gradiente trasversales no se consi-
deran para el analisis porque se emplea el método de par-
ticula fluida quedando excluidos los volumenes de con-
trol, p, =1.2193 kg/m* asi como condiciones estindares
de presion y temperatura), se suponen, también, condicio-
nes de propiedades constantes bidimensionales estables en
las que, la fuerza de gravedad actia de manera longitudinal
en forma ascendente. Se considera también que el fluido
es incompresible y que son validas las aproximaciones de
capa limite.

De las tres vias posibles para abordar un problema fluido-
dinamico (volumen de control o analisis integral, particula
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fluida o analisis diferencial y estudio experimental o anali-
sis dimensional) se aborda a partir del analisis diferencial
por considerarlo de mayor precision.

El tratamiento de una particula fluida se realiza utilizando
el método de Hamilton-Jacobi. Las teorias base de Hamilton
y Lagrange estan desarrolladas por definicion en el sistema
de coordenadas generalizadas. En un sistema mecanico las
coordenadas generalizadas estan formadas por el conjunto
minimo de coordenadas independientes o grados de liber-
tad, necesarias para determinar el movimiento del sistema.
Las coordenadas generalizadas se representan por g, ¢,, ...,
g, variables independientes. Un sistema puede tener n gra-
dos de libertad y no es posible representarlo en un grafico
limitado a tres dimensiones.

La teoria de Hamilton presupone el uso de la lagrangiana.
Se define la teoria de Lagrange con las variables de posi-
cion, velocidad y tiempo, mientras que la hamiltoniana se
define por las variables de posicion, momento y tiempo,
variables que no indican solamente posicién en un siste-
ma coordenado.

Ahora bien, aplicando el principio de la minima accion, prin-
cipio de Hamilton [5], el cual nos dice que todo sistema
mecanico esta caracterizado por una funcion definida:

L(qla qzamaqxaqla q?m’.qxa t) (1)

o bien, L(q,q,t) y el movimiento del sistema satisface la
condicion de que la ecuacion (2) tome el menor valor posi-
ble, es decir, suponiendo que en los instantes ¢ = ¢,, y £ = ¢,
el sistema ocupa posiciones dadas, caracterizadas por los
dos conjuntos de valores de las coordenadas ¢; el sistema
se mueve entre estas posiciones de manera que la integral,

t

2

s =J. _L(q, q,t)dt 2)
t

1

tome el menor valor posible. La funcion L se llama lagran-
giana del sistema, y la integral (2), es la accion. Cono-
ciendo la lagrangiana, se obtiene el estado mecanico del
sistema, es decir, sus ecuaciones de movimiento.

La formulacion de las leyes de la mecéanica con la ayuda
de la lagrangiana, presupone que el estado mecanico del
sistema esta determinado dando sus coordenadas y velo-
cidades generalizadas. Sin embargo este no es el Unico
método posible; la descripcion del estado de un sistema
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en funcion de sus coordenadas e impetus generalizados
presenta un cierto numero de ventajas, como es el cono-
cimiento de la energia del sistema, asi el método de
Hamilton, permitira deducir las ecuaciones de movimiento
correspondientes.

3. Determinacion de las condiciones de transporte

La hamiltoniana, simbolizada por H, esta definida en térmi-
nos de la lagrangiana L [6], como L es:

L=T-V 3)

donde T representa la energia cinética y V' la energia poten-
cial, y tomando en cuenta que la velocidad con coordenadas
generalizadas esta definida por ¢ entonces:

L=T- V:% mg* — mgh (4)

y como el momento es:

_OL _

P
0q m

P (5)

mg—> g =

Entonces, a partir de la definicion de la hamiltoniana en
términos de la lagrangiana y considerando que buscamos ob-
tener la hamiltoniana en un instante, tenemos:

H=%p4,~L (6)
H=3pd,~L=pG— (\/2mg* — mgh) (7)

Si el sistema mecanico es conservativo, y el momento se
define a partir de la minima accién [7], entonces sustitu-
yendo en la ecuacion (7) se tiene que:

2

H = prg— (o= mh) (8)

Usando p =0S/0q y sustituyendo la accion integral, ecuacion
(2), en la ecuacion (8) resulta:

2

1
@4- +mgh=0 9)

108
ot 2m

op
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considerando que
8=5(q) + 5,1 (10)

y sustituyendo (10) en (9) se tiene:

| o4 (11)

1 2
_[Q} +mgh=_%

Ahora, estableciendo una constante B en cada lado de la
igualdad resulta:

2m

1 | os: s
dt

%} +mgh=f y —==-f (12)

La solucion se obtiene omitiendo las constantes de integra-
cion, separando las variables e integrando, entonces:

delzj J2mPB — 2m’gh dq 'y _[dSZ:I—Bdt (13)

S, = I\/2mﬁ—2m2gh dg 'y S,=-Pt (14)

Sustituyendo S, y S, en la ecuacion (10) se tiene:

S = I\/ZmB—Zngh dq — Pt (15)

Identificando B como las nuevas coordenadas del momento
P. Entonces la posicion de las nuevas coordenadas esta defi-
nida como:

05 _ 0 [ fE 3w do— Bt
Q—aB op j 2mpP — 2m*gh dq Bt- (16)

- Lo\ [ g | (D

_2m j 4 _, (18)
2 VB —mgh
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Pero dado que las nuevas coordenadas O son una constante
Y entonces:

—=y (19)

J2m j dq
2 VB — mgh

Integrando y resolviendo para ¢,

V2P — 2mgh (20)

g=+0 N

se obtiene la ecuacién de la posicion futura de una particula
en el sistema. Las constantes B y Y se pueden encontrar a
partir de las condiciones iniciales.

4, Determinacion de las condiciones de transporte enel
colector de placa plana para conveccion natural

Partiendo del primer principio de la termodinamica [7], se
tiene:

O-w=T+V+U 21

Donde Q es calor, W es el trabajo, T es la energia cinética, V'
es la energia potencial y U es la energia interna.

Para el colector en estudio se considera que d7/dt = 0, en-
tonces W= 0.

Ahora, tomando en cuenta a la ecuacion de enfriamiento de
Newton [8]:

O=hA(T,~T) (22)

y sustituyendo (7) y (22) en (21), se tiene
hA(T -T)= X p,4, -L)+U (23)

Como la energia de Hamilton est4 definida como: H=T+V
[9], entonces despejando U de (23) tenemos:

U=hA(T~-T)~ Zp,d, L) (24)

U=hA(T =T )= (pq(p*2m — mgh)) (25)
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La medicion de datos para resolver la ecuacion (25) se rea-
liz6 en la Universidad Tecnoldgica del Valle del Mezquital,
que se encuentra en las coordenadas 20° 29' latitud norte,
99° 13' longitud oeste, la universidad se encuentra en el
corazén del Valle del Mezquital.

Para obtener los valores de los parametros de entrada y sa-
lida del fluido, se tomaron en cuenta las mediciones del
calor util (véase figura 1) que experimentalmente se obtu-
vieron sobre la placa plana de un colector que se encuentra
colocado hacia el sur, con una inclinacion de 32°.

La medicion se realizé durante todo el afio, aunque se tomd
como ejemplo de célculo el promedio de los dias mas calu-
rosos del mes de mayo. También se midieron temperaturas
en este mes al filo del mediodia. En la figura 2 se puede
observar la disponibilidad de radiacion incidente (kJ/h) se-
gun el angulo de inclinacion del colector para un sistema
fijo de calentamiento en el Valle del Mezquital.

La informacién fue calculada a partir de los datos obteni-
dos de Meteonorm para las coordenadas 20° 29' latitud norte,
99° 13" longitud oeste, con altura de 1700 m/NM (metros
sobre nivel del mar) declarando el lugar como Valle y reali-
zados los célculos con ayuda del software TRNSYS y EES
(Engineering Equation Solver),(véase figura 3).

El colector es un prisma de base rectangular construida de
lamina comun tipo pintro de calibre 18, pintada de negro

Radincidn ncidents
gl
#

! \

TS

-

R/ H NI/ HIHY

Angulo

Fig. 1. Calor (til promedio medido en el colector
durante el afio.
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Fig. 2. Radiacion incidente en un colector en el Valle de la
Muerte segun su angulo de inclinacion.

mate, con un aislante de poliestireno expandido de 0.0127 m,
un area de colector de 0.2 m?, cubierta con un vidrio de
0.003 m que se encuentra separada de la placa absorbente a
0.02 m (véase figura 4).

Con base en las mediciones del calor util (figura 1) toma-
das en el colector de placa plana y considerando una veloci-
dad de desplazamiento del fluido caloportador (¢) de lcm/

Calor Medido den el Colector (W/m?)

Fig. 3. Radiacion anual estimada para plano horizontal
en el Valle del Mezquital.
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Fig. 4. Colector solar y medicion de temperaturas.

s como condicion inicial (este dato obtenido en [10] para ¢,
que si bien, fue obtenido mediante una metodologia dife-
rente, es un dato util que nos permite proponer una referen-
cia para verificar los resultados de este trabajo) y sustitu-
yendo en la ecuacion (25) se determina que:

U=0.99550 (26)

Realizadas las sustituciones de las variables medidas para la
ecuacion (25) obtenemos que en cualquier instante de tiempo,
el 99.55% de la energia incidente en nuestra placa se
transforma en energia interna (incremento del gradiente
térmico del fluido), por tanto, el resto sera la hamiltoniana,
entonces:

H=0.00450 @7n
asuvez

T=169 X 10°H (28)
o bien en términos de Q:

T=76.7x10°0 29)
Como el estado mecanico futuro del sistema esta definido

por la ecuacion (20), si se toman los resultados de las me-
didas realizadas en el colector, y las condiciones iniciales
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como = Hyy=0.01 (posicion inicial) se tiene:

V2P — 2mgh
Jm

2(0.00450) — 2(0.3)(9.81)(0.3
4= 001 + 1) Y2OO450) 2030 8D0O)

Jo3

Donde g toma un valor de 0.026 m, que seria la posicion de
un diferencial de masa definido, en ¢ + 1 segundos para el
caso de las condiciones de frontera propuestas.

g=(y+9

Finalmente se puede obtener el valor de ¢ derivando la ecua-
cion (20), obteniendo asi, la velocidad en nuestro sistema;
como con la velocidad y la masa se obtiene el momento,
consecuentemente resulta el estado mecanico del sistema.
Abhora bien,

, - oH
P== Gy (31

que es una de las condiciones de Hamilton. De (3) se tiene:

1 1
+ H=—m*+—m?* 2
L+H > o mv (32)
L+ H=m/* (33)

y sustituyendo el momento en (33),

d
L+H:pv=pd—;] (34)
resulta
P _LtH 35
= (35)

que es la ecuacion de conservacion de momento para nuestro
caso de estudio.

De la condicion de conservacion del momento (primera ley
de Newton):

dq _
= =0 (36)

y al proceso de conveccion natural,

—V-p = cte. (37)
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donde, T= 1/ m?,

2T /2T
my, = —5 =7 (38)
vz
entonces
27)3
my, = L2 (39)
v mv?
resulta

87
mv, =\ (40)

que es la condiciéon de continuidad para nuestra particula
fluida.

Finalmente con la ecuacion (40) se determinan el conjunto
de condiciones necesarias y suficientes para el tratamiento
del sistema.

Ahora, de la ecuacion (26) se puede observar que del calor
absorbido por la placa del colector, 99.55% es utilizado para
calentar el fluido caloportador, aire. El 0.45% de la energia
restante pertenece al hamiltoniano, que es la suma de la ener-
gia cinética mas la energia potencial.

La energia cinética es 76.7 X 10°Q, por lo que al sustituir
una velocidad inicial de 1m/s en la ecuacion (20), se en-
cuentra que al segundo siguiente la particula de aire avanzd
1.6 cm, obteniéndose la velocidad instantanea.

5. Conclusiones

Aplicando las leyes de conservaciéon a un volumen
infinitesimal o particula fluida, se obtuvieron las ecuaciones
diferenciales basicas que definen las ecuaciones de trans-
porte, identificandose las variables de posicion, velocidad
y momento. El andlisis realizado contempla estas variables,
las cuales de manera directa satisfacen las teorias de Lagrange
y Hamilton. Ambas teorias se utilizaron para realizar el tra-
tamiento energético, pues contemplan directamente el po-
tencial cinético (energia de Lagrange) y la energia total
(energia de Hamilton).

La mayor cantidad de energia solar incidente sobre la placa
plana del colector es utilizada para incrementar el gradiente
térmico del fluido, mientras que una pequea fraccion pro-
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voca que el aire ascienda por conveccion natural. El célculo
indica que 99.55% de la energia solar absorbida por el siste-
ma se convierte en energia interna (calor), mientras que 0.45%
de la energia restante pertenece al hamiltoniano, la cual con-
tiene la energia cinética mas la energia potencial. La solu-
cién de la ecuacion de Hamilton-Jacobi indica que el 16.9 X
107¢ del hamiltoniano provoca la conveccion natural, este valor
ocasiona que las moléculas de aire en el colector desarrollen
una velocidad de desplazamiento del orden de 0.016 m/s,
condicion necesaria y suficiente para provocar el flujo masico
para la posible deshidratacion de perecederos.
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